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Vorwort

Wir schlagen in dieser Auflage R einen Einstieg in eine schulische Nicht-
standardanalysis in den reellen Zahlen vor. dx, dy werden infinitesimale reelle
Zahlen sein. Ist das moglich? Ja. Es liegt sogar auf der Hand, wenn man ge-
nauer in die Axiomatik der reellen Zahlen schaut. Das hat Karl Kuhlemann
in dem Buch

Nichtstandard-Analysis — in der Hochschuldidaktik, Logik und Philoso-
phie (Verlag De Gruyter, Berlin 2024)

getan. In der Einleitung wird die Plausibilitdt, man kann sagen: Notwendig-
keit eines solchen Ansatzes begriindet. Bemerkenswert ist, dass der mengen-
theoretisch-logische Status dieser Nichtstandardanalysis der von Standard
ist. Er setzt weder Auswahlaxiom noch Ultrafiltersatz voraus, noch impli-
ziert er sie.

Im Kapitel 2 entwirft der Autor ein vorlesunsgsergdanzendes Seminar zur
Analysis. Es ist nicht schwer, methodische, begriffliche und sprachliche Din-
ge fiir die Schule angemessen zu tiibersetzen. Das geschieht hier in den
Unterrichtsgdngen. Die Unterrichtsverliufe im Kapitel 2 der Handreichung
unterscheiden sich nicht von den Auflagen zuvor. Dort haben wir infini-
tesimale Zahlen erfunden und R zu den hyperreellen Zahlen *R erweitert.
Hier entdecken wir sie in den reellen Zahlen R. — In der Einleitung sagen wir
mehr dazu. Im Kapitel 3 erldutert Karl Kuhlemann den mathematischen und
historischen Hintergrund des Ansatzes.

Unser Einstieg in die Analysis beginnt wie jeder andere. Wenn es um die
Ableitung geht, beobachtet man gewohnlich Steigungsdreiecke an Funkti-
onsgraphen, die in einem Prozess der Ndherung kleiner und kleiner werden
und, wie wir es gelernt haben, verschwinden. Fiir viele Schiiler verschwin-
den sie nicht. Sie sprechen von einem unendlich kleinen Dreieck, in das der
Prozess miindet, mit unendlich kleinen Seiten. Diese Vorstellung nehmen
wir auf. Sie entspricht dem charakteristischen Dreieck in der Infinitesimal-
rechnung bei Leibniz. Leibniz rechnete mit infinitesimalen Grofien. In der



Nichtstandard-Analysis sind sie heute infinitesimale Zahlen. Thre elementare
Arithmetik wird mit den Schiilern — bewusst als Theorie — entwickelt.

Das elementare Rechnen mit den neu entdeckten Zahlen tritt an die Stel-
le des abstrakten Grenzwertformalismus. Unendlich kleine Strecken bieten
eine — mathematisch legitime — geometrische Veranschaulichung der Verhalt-
nisse beim Differenzieren und spiter beim Integrieren (vgl. (Elemente 2022),
Kap. 6).

Es geht hier in der Handreichung allein um den Einstieg. Alles Folgen-
de ist wie sonst: Die Arbeit mit den Schulbiichern und Materialien geht
weiter, und es gibt keinen Konflikt mit den Lehrpldnen der Bundesldander
(s. Kap. 4). Wir schlagen diesen Einstieg vor, da wir gute und interessante
Erfahrungen im Unterricht gemacht haben — bis ins Abitur hinein. Geome-
trische Anschaulichkeit, elementare Arithmetik — statt Limesformalismus —
und gedankliche Nachhaltigkeit sind die Vorziige unseres Ansatzes. Die Er-
fahrung zeigt zudem eine wesentliche Zeitersparnis gegeniiber dem Einstieg
mit Grenzwerten.

Der Kern unserer Handreichung ist das Kapitel 2. Um konkret zu sehen,
was neu — und dass vieles wie gewohnt — ist, kann der Leser gleich z.B. in
den Unterrichtsgang 2.1 zur Ableitung springen oder im Abschnitt 2.3 der
Entwicklung der erweiterten reellen Arithmetik folgen. Der Unterrichtsgang
2.1 entspricht ganz dem der Auflage 2 der Handreichung, so, wie ihn Chris-
tine Hahn und Volkhardt Fuhrmann aufgeschrieben haben. Allein kurze
Formulierungen, meist nur einzelne Worte, wurden von Karl Kuhlemann
und Thomas Bediirftig in den R-Ansatz iibersetzt.

Berlin Peter Baumann
Hannover Thomas Bediirftig
Altenberge Karl Kuhlemann

im Oktober 2025
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Kapitel 1

Einleitung

Vorgehensweise

Hier, in der Handreichung, wird konkret der Einstieg in die Analysis mit
infinitesimalen Zahlen dargestellt. Gewohnlich erfolgt der Einstieg in die
Analysis tiber Grenzprozesse und Grenzwerte. Das ist Standard. Wir folgen
in unserem Zugang dem Ansatz der sogenannten ,Nichtstandard-Analysis”.
,Nichtstandard” hort sich nach ,exotisch” oder , verboten” an, was falsch
ist. Richtig ist, dass , Nichtstandard” so mathematisch wie ,Standard” ist,
— nur (noch) nicht der Standard im Unterricht und in der Lehre. Unsere
Erfahrungen zeigen, dass der Nichtstandard-FEinstieg in die Analysis dem
tiblichen Grenzwerteinstieg iiberlegen ist — was Anschaulichkeit, elementa-
res Rechnen - statt Limesformalismus —, sowie Nachhaltigkeit und zeitlichen
Aufwand betrifft.

In unseren Unterrichtsgangen denken wir den tiblichen Grenzwertein-
stieg mit und zitieren ihn, wo es passt, in den Kommentarspalten. Wir heben
hervor, dass in unserem Zugang die bekannten Probleme der Grenzpro-
zesse und Grenzwerte nicht auftreten. Diese Probleme sind so gravierend,
dass man in den Lehrplanvorgaben auf einen unprézisen, gefithlsméafliigen
,propadeutischen Grenzwertbegriff” ausgewichen ist. Der Zugang hier mit
seiner Arithmetik bietet hingegen eine klare mathematische Grundlage. Sie
ist, das zeigen die Erfahrungen, ein tragfahiges Fundament fiir die folgenden
Jahre Analysis in der Schule und dariiber hinaus.

Infinitesimalien in dieser Handreichung sind reelle Zahlen oder Strecken.
Wir sprechen von ,infinitesimalen” Zahlen und Strecken. Gibt es sie? Wir
entdecken sie! Da infinitesimale Zahlen hier reelle Zahlen sind, kann man
Strecken infinitesimaler Lange — wie jede gewohnliche sehr kleine Strecke —
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durch eine Vergrofierung sichtbar machen, namlich unter einer infinit starken
,Lupe”, die mit einem infiniten Faktor vergrofiert. Infinite Zahlen entdecken
wir gleich mit — als Inverse der infinitesimalen Zahlen. In (Elemente 2022,
Kap. 6) wird die ,, Unendlichkeitslupe” fiir den hyperreellen Fall legitimiert.
Infinitesimale Strecken sind neu entdeckte ideale geometrische Elemente
und bilden den anschaulich-geometrischen Hintergrund unseres Einstiegs.

Der Abschnitt 2.3 ist ganz dem erweiterten Rechnen gewidmet. Er ver-
sucht einen Weg zu zeigen, wie die neu entdeckten Zahlen, die infinitesimalen
wie die infiniten Zahlen, gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern, ein-
gefiihrt werden konnen. Der Abschnitt 2.3 beginnt mit dieser Frage: Gibt es
,unendlich kleine”, , infinitesimale” reelle Zahlen? Wir ,,entdecken” sie und
entwickeln die Arithmetik mit den Schiilerinnen und Schiilern bewusst und
ausdriicklich als Theorie.

Im Kapitel 4 stellen wir Ausziige aus den Lehrplidnen der Bundesldander
zusammen und stellen und 16sen Aufgaben, wie sie auch im Abitur vorkom-
men konnen. Die Abschnitte zeigen, dass unser Ansatz kompatibel ist mit
den ministeriellen Vorgaben und wie Losungen von Abituraufgaben non-
standard aussehen konnen. Ein sparsames Literaturverzeichnis und einige
Literaturempfehlungen schlieflen die Handreichung ab. Ein umfangreiches
Literaturverzeichnis findet man in dem Lehrbuch (Elemente 2022).

Zum mathematischen Hintergrund

Von den Gegenstanden aus dem mathematischen und historischen Hinter-
grund unseres Ansatzes in dieser Auflage R handelt das Buch Nichtstandard-
Analysis — in der Hochschuldidaktik, Logik und Philosophie (Verlag De Gruyter,
Berlin 2024) von Karl Kuhlemann, dessen Konzept fiir Proseminare wir in
die Praxis des Unterrichts iibertragen. Das Kapitel 3 dieser Handreichung
beschreibt und kldrt Aspekte des Hintergrundes, seine Besonderheit, seine
Bedeutung und seine Ndhe zum Ursprung, zu Leibniz” Infinitesimalrech-
nung.

Die vielleicht iiberraschende Annahme infinitesimaler reeller und infini-
ter reeller und natiirlicher Zahlen, die wir oben machten, wollen wir schon
hier knapp kommentieren. Wir gehen aus von den reellen Zahlen, so wie
sie standardmaéfig in der Schule vorgegeben und als reelle Punkte auf der
Zahlengeraden veranschaulicht werden. Mathematisch, jenseits der Schule,
werden die reellen Zahlen axiomatisch charakterisiert. Die Axiome der Theo-
rie der reellen Zahlen schliefSen nicht aus, dass es infinite nattirliche Zahlen
und damit infinitesimale reelle Zahlen gibt. Also kann man sie annehmen.

Dazu gehort eine spezielle Sprachregelung, die wir im Abschnitt 2.3 ein-
fithren und systematisch verwenden. Wir unterscheiden die neu entdeckten



reellen Zahlen von den geldufigen reellen Zahlen. Letztere sind die reellen
,Standardzahlen”, die neu entdeckten die reellen ,Nichtstandardzahlen”.
Zusammen bilden sie die Menge der reellen Zahlen, fiir die alle Axiome der
Theorie der reellen Zahlen gelten (von denen aber hier so wenig wie sonst
die Rede ist). Wir erweitern also nicht den Zahlbereich, sondern die Sprache.
Ein Axiom halt die Entdeckung einer infinitesimalen reellen Zahl fest:

Vereinbarung: Es gibt ein reelle Zahl x mit |x| < s fiir alle positiven
Standardzahlen s.

Bei der Arbeit mit den reellen Zahlen im Einstieg erkennt man die Not-
wendigkeit zweier weiterer Axiome, die das Verhiltnis zwischen reellen
,Standardzahlen” und allen reellen Zahlen regeln. Am Ende von 2.3 werden
sie schiilergemafs im Riickblick auf das Rechnen zuvor formuliert. Es sind
das Transferaxiom, das Aussagen iiber reelle Standardzahlen auf alle reellen
Zahlen tibertragt, und das Standardteilaxiom, das zu jeder finiten reellen Zahl
y eine Standardzahl s sichert, die infinitesimal benachbart ist zu y.






Kapitel 2

Unterrichtsgang

2.1 Ableitung von Funktionen

Die im Folgenden vorgestellte Unterrichtsreihe zum Einstieg in die Differen-
tialrechnung kommt ohne die tiblichen Grenzwertprozesse aus. An deren
Stelle tritt eine fundierte Arithmetik, mit deren Hilfe die aus der Standard-
Mathematik bekannten Grenzwerte berechnet werden.

Die gewonnenen Ergebnisse sind also nicht neu, deren Bestimmung liegen
aber verschiedene Anschauungen zugrunde: Sind es standard-mathematisch
eigentlich abstrakte epsilon-delta-Formalismen, von denen im Unterricht in
der Regel nur unklar auf propadeutische Grenzwertformulierungen ausge-
wichen wird, so werden wir hier mit infinitesimalen reellen Zahlen rechnen.
Dieses Rechnen deuten wir dort an, wo und soweit wir es brauchen. Systema-
tisch wird das Rechnen mit allen reellen Zahlen, standard wie nichtstandard,
in der Unterrichtsskizze 2.3 entwickelt.
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Von der Durchschnittsgeschwindigkeit
zur Momentangeschwindigkeit

Einfithrende Aufgabe:

Bei maximaler Beschleunigung eines , Ferrari 458
Italia” aus dem Stand lisst sich die zuriickgelegte
Wegstrecke in Abhiingigkeit von der Zeit mit der
Funktion s = 4 t2 beschreiben (s in Metern, t in
Sekunden).

Welche Geschwindigkeit hat der Ferrari drei Se-
kunden nach dem Start erreicht?

50

T

40 [~ P
30

T

20

T

10

Idee:

Die  gesuchte Momentangeschwindigkeit
lasst sich nicht sofort angeben, aber wegen
v = } erhdlt man sicher eine gute Nahe-
rung, wenn man die zurtickgelegte Strecke
einmal nach 3 Sekunden und dann noch
einmal eine kurze Zeit spater (z.B. nach 3,2
Sekunden) berechnet und dann die Weg- und
Zeitdifferenzen dividiert:

o~ s(3,2) —s(3)
-~ 0,2s

—o4 82
S

Unterrichtsabschnitt 1

Hier kénnen auch andere
Eingangsbeispiele verwen-
det werden (Steigung der
Normalparabel, andere Be-
schleunigungsprobleme
wie

Freier Fall usw.) und
nattirlich  das  bisher
favorisierte Eingangsbei-
spiel eines jeden Lehrers

im Standardanalysis-
Unterricht.

Allen moglichen Ein-
filhrungsbeispielen  ge-

meinsam ist das Problem,
die Steigung eines krumm-
linigen Graphen in einem
Punkt zu Dbestimmen,
also das ,Tangentenpro-
blem”: Die Tangente mit
ihrer Steigung liefert die
Steigung des Graphen
in einem bestimmten
Punkt und somit — je nach
Aufgabenstellung — die
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Diese 24,8 m/s stellen die
Durchschnittsgeschwindigkeit im Intervall
von 3 bis 3,2 Sekunden dar; graphisch be-
deutet dieser Wert die Steigung der Sekante
durch die Punkte P(3/s(3)) und Q(3,2/s(3,2)).

Eine noch bessere Ndherung ergibt sich fiir
eine zeitliche Differenz von 0, 1 Sekunde:
_s(3,1) —s(3) m

N~ L~ =244
v 0,1s S

Allgemein kann man fiir die zeitliche Diffe-
renz d die Naherungsgeschwindigkeit mithil-
fe des Terms

- s(34+d) —s(3)
d

erhalten.

Q(3+4d;s(3+4))

s(3+d)—s(3)

P(3;5(3)) R(3+d;5(3))

Aber egal, wie klein man d vorgibt, es bleibt
ein Ndherungswert.

= Das Steigungsdreieck miisste unendlich
klein werden.

Dann wiirde aus der Sekante mit ihrer Sekan-
tensteigung eine Tangente mit ihrer Tangen-
tensteigung, die dann der Steigung der Para-
bel in diesem Punkt P(3; s(3)) entspricht.
Aus einer Durchschnittsgeschwindigkeit
wiirde die gesuchte
Momentangeschwindigkeit.

momentane Anderungsra-
te bzw. die Momentange-
schwindigkeit. Man bildet
wie tiblich zunéchst Sekan-
ten mit zugehorigen Stei-
gungsdreiecken und

Differenzenquotienten der

Form % als Ndaherung fiir
die gesuchte Tangenten-
steigung.

Es sind zumeist die Schiile-
rinnen und Schiiler

selbst, die die Steigungs-
dreiecke als ,,unendlich
klein“ fordern, um die
Néaherung zu verbessern.
Im folgenden sagen wir
,infinitesimal”.
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Exkurs

Diese unendlich kleinen, ,infinitesimalen”
Zahlen kann man sich so vorstellen:

1. Infinitesimale Zahlen sind kleiner als je-
de positive Standardzahl und grofier
als jede negative Standardzahl.

2. Die Summe und die Differenz zweier
Infinitesimalzahlen sind wieder infini-
tesimal.

3. Das Produkt aus einer infinitesimalen
und einer Standardzahl ist infinitesi-
mal.

4. Definition: Zahlen der Form r + dx,
wobei r standard und dx infinitesi-
mal sind, heifSen finite Zahlen. r ist der
Standardteil der finiten Zahl.

Anschauliche Begriindung fiir 1. und 2.:

Aufer 0 liegt keine weitere Standardzahl auf
diesem unendlich vergrofierten Ausschnitt
der Zahlengeraden!

Oa Boy )
Auch die Summe und die Differenz zweier
solcher Infinitesmalien sowie deren Produkt
mit Standardzahlen bleiben in diesem Aus-
schnitt und sind damit kleiner als jede positi-
ve Standardzahl, also infinitesimal.

Unterrichtsabschnitt 2

Die Infinitesimalzah-
len sind spezielle reelle
Nichtstandardzahlen. Thre
Arithmetik wird in der
Unterrichtsskizze 2.3 ge-
meinsam mit den Schiile-
rinnen und Schiilern ent-
wickelt — beginnend mit
der Frage ,Wie konnen
wir ausdriicken, dass ei-
ne Zahl infinitesimal ist?”
Fiir das Verstindnis der
Schiilerinnen und Schiiler
und die bendtigten Rech-
nungen sind die wenigen
hier im Exkurs genann-
ten Informationen tiber die
Infinitesimalzahlen ausrei-
chend.

In diesem Unterrichtsgang
steht das moglichst schnel-
le Losen des Steigungs-
problems im Vordergrund.
Daher sind hier keine
Beweise vorgesehen (s.
2.3). Wer dennoch an die-
ser Stelle Beweise fiihren
mochte, fiir den seien sie
hier angedeutet:

Zu 2.: « und B seien infinite-
simal. Dann sind beide klei-
ner als 7 fiir jedes positive
standard r. Daherist a 4+ 8 <
5+ 5 =r. Alsoistaucha +

infinitesimal.
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Differentialquotient und Ableitung

Mit Hilfe dieser infinitesima-
len Zahlen konnen wir nun das
Steigungsdreieck infintesimal wéhlen.

Wir nennen die infinitesimale Zeitdifferenz
dt und rechnen mit ihr so weiter:

s(3+dt)—s(3) _ 4-(34dt)?—4-32

dt - dr
_ 4-(9+6dt+dt*)—36 _ 36+24dt+4dt—36
= dr - dt

— 24dt;4dt2 — 24 + 4 dt.

Mit dt ist auch 4dt infinitesimal (vgl. Exkurs).
Das bedeutet, dass der Unterschied zwischen
dem gefundenen Wert und der gesuchten Mo-
mentangeschwindigkeit kleiner ist als jede
positive Standardzahl.

Man sagt hierfiir auch: Der Wert ist
infinitesimal benachbart zu 24.

Man darf den Unterschied vernachladssigen
und die gesuchte Momentangeschwindigkeit
mit 24 T angeben, da 24 der Standardteil der
finiten Zahl ist, und nur dieser ist in der rea-
len Situation erfassbar.

Das Vorgehen mit infinitesimalen Ande-
rungen dx zur Berechnung der momen-
tanen Anderungsrate bzw. Momentange-
schwindigkeit ldsst sich folgendermafien
veranschaulichen:

Zu 3.: Sei « infinitesimal und
k standard und positiv. Dann
ist & < 7 fiir jedes positive
standard r. Daher ist k-« <
k-¢ = r. Alsoistauch r -«
infinitesimal.

Unterrichtsabschnitt 3

Hier wird deutlich, dass
die Infinitesimalien beim
Losen eines realen Pro-
blems als rechnerisches
Kalkiil verwendet werden.
Als Losung des realen
Problems z&dhlt daher
dann auch genau der
Standardteil des finiten
Ergebnisses.

In der Gegeniiberstellung
zur tblichen Vorgehens-
weise in der Standard-
Mathematik zeigen sich die
Vorziige des infinite-
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Das Steigungsdreieck wird infintitesimal
(,,charakteristisches Dreieck”), aber es bleibt
erhalten! Wir betrachten es quasi mit einer
,Unendlichkeitslupe” (s. Elemente 2022, 6.2).

Die Steigung bleibt — mit der Hypotenuse im
infinitesimalen Sekantendreieck — sichtbar.

Die Hypotenuse ist Teil der Tangente und der
Kurve. Da das Dreieck erhalten bleibt, kann
deren Steigung mit Hilfe der infinitesimalen
Zahlen exakt berechnet werden.

Es ergibt sich eine finite Zahl, deren Standard-
teil die gesuchte momentane Anderungsrate
liefert.

simalen Zugangs in deren
besonderer Anschaulich-
keit und der zugrunde

liegenden fundierten
Arithmetik.
Im Standard-Zugang

ndhern sich die Hypote-
nusen von immer kleiner
werdenden

Sekantendreiecken in ei-
nem unendlichen Prozess
der Kurve und

verschwinden schliefslich
— nicht mehr sichtbar und
daher oft schwer nachvoll-
ziehbar — im Beriithrpunkt
der Tangente. Die An-
schauung geht verloren.
Beim Grenzwertprozess
,streben” Ax (und Ay) ,ge-
gen 0 und somit ,strebt”

der Differenzenquoti-
ent % gegen die Stei-
gung der Tangente.

Dass der am Ende des
Prozesses ermittelte Grenz-
wert die gesuchte momen-
tane Anderungsrate an-
gibt, ist fiir die Schiilerin-
nen und Schiiler oft auch
deshalb schwer nachvoll-
ziehbar, weil der Prozess
den Wert nicht erreicht.
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Das vorgestellte Verfahren zur Berechnung
der momentanen Anderungsrate lasst sich
auf viele weitere Beispiele anwenden und
verallgemeinern fiir eine beliebige Stelle x:

Aufgabe:
Bestimme die Steigung (momentane Anderungs-
rate) an einer beliebigen Stelle des Graphen von

flx) = x2.

Bestimmung der Tangentensteigung im cha-
rakteristischen Dreieck:

flatdx)—f(x)
dx dx
(x+dx)?—x2
T dx
x242x dx+(dx)? —x?
T dx
2x dx+ (dx)?
dx

2x +dx

Bestimmung der Steigung (der momentanen
Anderungsrate) mit infinitesimalem dx:
2x +dx ~2x,

wobei das Zeichen ~ ,infinitesimal benach-
bart zu” bedeuten soll, d.h. ,gleich bis auf
einen infinitesimalen Unterschied”.

Das Beispiel dient Ubungs-
zwecken.

Zugleich soll es durch die
hier vorgenommene Ge-
geniiberstellung verdeut-
lichen, dass sich bei al-
ler Unterschiedlichkeit im
Denken die Rechnungen
im Standard-Zugang und
im Nichtstandard-Zugang
doch sehr dhneln.

Bekanntes Vorgehen aus
der Standardanalysis:

Bestimmung des Differen-
zenquotienten:

Ay
Ax

_ fl4Ax)—f(x)
Ax

(x+Ax)2—x2
- Ax
x%42x Ax+(Ax)% —x?
o Ax
2x Ax+(Ax)?
Ax

2x + Ax

Bildung des Grenzwertes:

lim (2x + Ax) = 2x.

Ax—0
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Mit dem bisher Gesagten ergeben sich folgen-
de Definitionen:

e Fiir infinitesimales dx 0

heifit der Bruch w

Differentialquotient von f.

ein

* Wenn es zu einer Funktion f und
einer Standardzahl x eine Standard-
zahl a gibt, so dass fiir jedes in-
finitesimale dx # 0 immer gilt:
f(xLi_ﬂx) ~ g, so heifst a die
Ableitung von f an der Stelle x, in Zei-
chen: f'(x) = a.

Wir kénnen auch sagen:

Die Ableitung von f an der Stelle x ist
der Standardteil des Differentialquoti-
enten an der Stelle x.

* Die Funktion f’, die jedem x die Ablei-
tung von f zuordnet, also
f': x — f'(x), heifit Ableitungs-
funktion von f, oder — wenn keine Ver-
wechslungen zu befiirchten sind — kurz:
Ableitung von f.

Ableitungsregeln

Je nach Niveau (GK oder LK) werden unter-
schiedliche Funktionsklassen behandelt, so-
dass auch entsprechende Ableitungsregeln
bewiesen und angewandt werden.

Beweise der Ableitungsregeln:

Vorbemerkung;:

Im Folgenden wird verwendet:

df = f(x+dx) — f(x) und

Hier wird der Unterschied
deutlich erkennbar:

In der Standardanalysis ist
der Differentialquotient
(oder synonym die Ablei-
tung) der Grenzwert des
Differenzenquotienten.

In der Nichtstandard-
Analysis dagegen kommt
der Differentialquotient
eigenstindig ins Spiel.
Dessen Standardteil ist
dann die Ableitung.

Unterrichtsabschnitt 4

Bei diesen Beweisen sei
nochmals darauf hinge-
wiesen, dass sie sich rein
formal nicht von denjeni-
gen in der Standard-Analy-
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dg = g(x +dx) — g(x) sowie f'(x) ~ % und | sis unterscheiden, aber

g(x) ~ %,

Auflerdem wird die Differenzierbarkeit der
Funktionen f und g vorausgesetzt.

a) Faktorregel (Ableitung von (¢ - f)(x))
(cf)laxtdx)—(c-f)(x) _ ef(x+dx)—cf(x)

dx
7

dx
—c- f(erd;))C*f(x) ~ -f’(x)

also (c-f)/(x)=c-f'(x).

b) Summenregel (Ableitung von (f + g)(x))

(f+8) (x+dx)—(f+g)(x)
dx

— [xtdx)+g(xtdx) — f(x) —g(x)

dx

_ flxtdx)—f(x) + g(x+dx)—g(x)
dx dx
~ f'(x) +¢'(x),
also (f +g)'(x) = f/(x) + g'(x) .

c) Potenzregel (Ableitung von f(x) = x")

Mit dem Binomischen Lehrsatz gilt

(x+dx)"—x"
dx o
X nex dx (D)2 (dx)? 4+ (dx) ' —x"
- dx
=n-x"1 4 (2) - x" 2 dx 4 (dx)" !
~n-x"1

hier werden die Differen-
tialquotienten berechnet,

ohne propddeutische
Grenzwertprozesse  zu
betrachten.
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

d) Produktregel (Ableitung von (f - g)(x))
(f-8)(x+dx) = (f-8)(x) _ flx+dx)-g(x+dx)—f(x)-g(x)

dx dx

_ (f(x)+df)-(g(x)+dg)—f(x)-g(x)

dx
_ f(x)g(x)+f(x)-dg+df-g(x)+df-dg—f(x)-g

dx

= f(x)-F () FE+ - df
~ f(x)-¢'(x) f(a),
(

+8(x)
da der letzte Summand ¢'(x) - df infinitesi-

mal ist.
Also

(f-8)(x)

€3

= f(x)-8'(x) +g(x) - f'(x).

e) Kettenregel (Ableitung von (f(g(x)))
flgx+dx))—f(g(x)) _ f(&(x)+dg)—f((x))

dx dx

_ f(g(X)+d§)*f(g(X)) . a8

f(g(x)+dg)—f(g(x)) .
dg

f) Quotientenregel (Ableitung von (é) (x)):

Sie ergibt sich aus der Produktregel, der Po-
tenzregel und der Kettenregel.

Wegen (£)(x) = L8 = f(x) - (g(x)) ! gilt:
(£)(x)

= f(x) - (8(x) "1+ f(x) - ((g(x)) L)’
=F(x)-(8(x)) "1+ £(x) - (~1)-(3(x)) 2 g'(x)

_ f1)-g(x)—f(x)-¢'(x)
(8(x))? '

Der Beweis der Produktre-
gel kommt hier ohne den
, Irick” der ,Nulladdition”
aus, der in der Standard-
analysis iblicherweise ver-
wendet wird.

Hier kommt vielmehr
die in der Nichtstandard-
Analysis besonders an-
schauliche Deutung der
Stetigkeit zum Tragen,
die zu einer wesentli-
chen Vereinfachung der
Beweisfiihrung fiihrt.

Als einzigen mathema-
tischen Kniff benotigt
man beim Nicht-Standard-
Unterrichtsgang an dieser
Stelle die Multiplikation
%,
Standard-Analysis gar nicht
moglich ist.

mit 1 = was in der

Natiirlich ldsst sich die
Quotientenregel auch ,zu
Fuf3”, ausgehend vom zu-
gehorigen Differentialquo-
tienten, beweisen.
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Unterrichtsgang Ableitung

Kommentar

Funktionsuntersuchungen,
Anwendungen der Differentialrechnung

Wie gewohnt.

Folgende Unterrichtsab-
schnitte

Im weiteren Verlauf der
Differentialrechnung
unterscheidet sich der
hier vorgestellte Nicht-
Standard-Unterricht nicht
vom Standard-Verlauf.




2.2 Einstieg in die Integralrechnung [Ba]

Der folgende Unterrichtsgang zur Einfithrung des Integrals ist elementar
aufgebaut und geht, mit den bekannten Flacheninhalten geradlinig begrenz-
ter Flachen im Koordinatensystem beginnend, Schritt fiir Schritt voran. Seine
Intention ist es, in dieser Weise den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung zu erreichen. Mit dem Hauptsatz endet der Unterrichtsgang und
der Analysisunterricht geht wie gewohnt weiter.
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Einfiihrende Aufgabe

Gerhard und Isolde F. besitzen am Stadtrand
einen Schrebergarten. Sie mochten die Fliiche zwi-
schen der Eingangsseite des Grundstiicks und der
Laube neu gestalten, indem sie fiir den einen Teil
ein Blumenbeet vorsehen und fiir den anderen ei-
ne Rasenfliche. Als Mathematiklehrerin hat
Isolde vorgeschlagen, die Trennlinie solle eine Kur-
ve sein, die dem Graphen der kubischen Funk-
tion f(x) = x> entspricht (siehe Skizze). Um
abschiitzen zu kinnen, wieviel m? Rollrasen sie
kaufen miissen, miissen sie den Flicheninhalt der
Rasenfliche herausfinden.

Hinweis: Die Mafie sind der Skizze zu ent-
nehmen, das Koordinatensystem wéahle man

geeignet, die Lange 10 m sei eine Einheit.

Skizze

Die Schwierigkeit besteht darin, dass der eine
Rand der Rasenfldche eine Kurve ist.

Es ist ,neu” zu denken, weshalb die Berech-
nung von Flacheninhalten zunédchst an einfa-
chen Beispielen in Erinnerung gerufen wer-
den muss.

Unterrichtsabschnitt 1

Jede Lehrerin und jeder
Lehrer hat sicherlich ein
eigenes Beispiel mit , An-
wendungsbezug”, das ein-
gesetzt werden kann. Es ist
aber durchaus erlaubt,

das  Flacheninhaltspro-
blem auch innermathema-
tisch zu motivieren.

Die Aufgabe und die mit
ihr verbundene Problema-
tik wird genauso behandelt
wie im Standardunterricht.
Im vierten Unterrichtsab-
schnitt (S. 26) werden un-
endlich grofie reelle Zah-
len auftauchen (vgl. 2.3).

Moglicherweise erinnern
sich Schiilerinnen und
Schiiler daran, wie man
die Formel fiir den Kreis-
inhalt  herausgefunden
hat.
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Inhalte von geradlinig  begrenzten
Fliichen

Wiare der Rand gerade, wire die Grofle der
Rasenfldche leicht zu berechnen, gleich, wie
lang diese Kante ware und wo sie verliefe.
Es soll zundchst herausgefunden werden,
nach welchen Regeln sich der Inhalt einer
Flache verandert, wenn man ihren Rand ver-
schiebt und damit ihre Grofie dndert.

Der Inhalt der Flache zwischen dem Graphen
der Funktion f(x) = 1 und der x-Achse soll
bestimmt werden. Die Lange einer Seite wird
dabei variiert. Dafiir soll die obere Grenze x
variabel sein, die untere Grenze sei festbeia =

0.
Y
2

Unterrichtsabschnitt 2

Fur das folgende ist es
zweckmafig, die Graphi-
ken mit gleichen Maf3-
stdben untereinander an-
zuordnen. Das erleichtert
den Blick fiir die Zusam-
menhénge. Die Wertetabel-
le sollte dazwischen ange-
ordnet werden.

Der Kiirze halber be-
schranken wir uns auf
positive x und positive
Flacheninhalte. Hier an
diese elementare Stel-
le aber passt gut eine
Behandlung der Vorzei-
chenregel, auf die die
negativen Werte in der
Wertetabelle und Orien-
tierungspfeile in Flachen
hinweisen.
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Unterrichtsgang Integralrechnung
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Auf entsprechende Weise erhilt man aus der

Funktion f(x) = x als Flacheninhaltsfunkti-

on F(x) = 3x2.

Y
3

I I I I I L,

-3 -2 -1 1 2 3 X

Flicheninhalt unter einer Parabel

Nun soll eine Funktion fiir den Flachenin-
halt zwischen der Parabel und der x-Achse
ermittelt werden. Weil aber die Flachen einen
krummen Rand haben, sind neue Uberlegun-
gen notwendig.

Zur Vereinfachung wird vom Faktor % ab-
gesehen und zur Parabel mit der Funktion
f(x) = x? {ibergegangen.

Unterrichtsabschnitt 3
Hier besteht die Moglich-
keit, verschiedene Verfah-
ren sowie mogliche Vor-
und Nachteile zu diskutie-
ren:

Anndherung des Flachen-
inhalts mit Rechtecken
oder Trapezen, Einschach-
telung ,von oben” oder
,von unten”.

Uber das weitere Vor-
gehen widre nun mit
den Schiilerinnen und
Schiilern zu diskutieren.
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Eine Anndherung an den gesuchten Flachen-
inhalt kann mit Rechtecken auf zwei Arten
erfolgen.

Im ersten Fall iiberdecken die Rechtecke die
Parabel (Obersumme), ihr Flacheninhalt ist
grofser als der gesuchte.

Im anderen Fall liegen die Rechtecke voll-
standig unterhalb der Parabel (Untersumme),
ihr Flacheninhalt ist mit Sicherheit zu klein.
Wegen der Kriimmung der Parabel kann der
Flacheninhalt auch nicht gleich dem arithme-
tischen Mittel der Rechtecksummen sein.

Fine andere Moglichkeit
besteht darin, die Flache
mit Trapezen auszufiillen,
was aber auf denselben
Term fiir den Fliachenin-
halt fiihrt.

Hier wird die Berechnung
bis zur variablen oberen
Grenze x gezeigt. Je nach
Unterrichtssituation kann
auch die obere Grenze
fest, zum Beispiel bei
1, gewdhlt werden, um
zundchst die Struktur
des entstehenden Terms
verstandlicher zu ma-
chen und Zahlenwerte
ausrechnen zu konnen.
Aus dem gleichen Grund
sollte die Strecke zwischen
unterer und oberer Grenze
zundchst in vier gleich
grofie Intervalle zerlegt
werden.

Diese Anzahl sollte man
dann schrittweise auf
8, 100 wusw. erhohen,
damit die Schiulerinnen
und Schiiler verstehen,
wie sich der Term dabei
verandert. Am Ende wird
eine infinite Anzahl N
eingesetzt.
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Der Zeichnung kann man entnehmen, dass
sich Untersumme und Obersumme nur um
einen Rechtecksinhalt unterscheiden, denn
man kann die drei schattierten Rechtecke der
Untersumme nach links verschieben und dann
mit einem vierten Rechteck ergénzen.

Berechnung der Rechtecksummen mit der
Einteilung des Intervalls [0; x] in vier Teile
(Briiche zweckmafiigerweise nicht kiirzen):

Untersumme:
Fu, = tx- (3x)2 4+ 1x - (3x)2 + Ix - (3x)?

=L (1242243 = -

Obersumme:
1
F04 = = —

= (124224324 42) =
%.xi%.z;l:lﬂ

Erhohung der Anzahl an Rechtecken und
Berechnung des Flicheninhalts

Die Frage, was getan werden kann, um den
Fehler in der Berechnung zu verkleinern,
fuhrt auf Zwischenschritte mit feinerer Un-
terteilung des Intervalls [0; x], z.B. mitn = 8
oder n = 100.

Danach tritt die Frage auf, ob man den Fehler
zum Verschwinden bringen kann.

Sowohl fiir die Termum-
formungen als auch fiir
den Umgang mit der Sum-
menschreibweise sollte ge-
niigend Zeit eingeplant
werden.

Die Summenschreibweise
und wie sie auszusprechen
ist, ist in der Regel noch
nicht bekannt.

Eine der beiden Rech-
nungen ist eine geeignete
Hausaufgabe.

Unterrichtsabschnitt 4

Die Erhohung der Anzahl
der Rechtecke dient der
Ubung zum Verstdndnis
des Rechenterms.

Wie sich eine feinere Unter-
teilung auf die Terme fiir
Unter- und Obersumme
auswirkt, finden Schiilerin-
nen und Schiiler nach kur-
zer Uberlegung selbst her-
aus.

Hier besteht erstmals
() ein Unterschied zum
Standardunterricht. Der
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,Die Intervalle miissten unendlich schmal
sein. Dann hat man aber unendlich viele In-
tervalle.”

Um dies sichtbar zu machen, ist der Graph
mit einem infiniten Faktor zu vergrofiern.

Die Quadratfunktion und somit auch die
Rechtecksummen fiir die Unterteilung des
Intervalls in infinit viele Rechtecke (Anzahl
N) mit infinitesimaler Breite konnen wie ge-
wohnt berechnet werden:

Vorteil ist, dass die Schiile-
rinnen und Schiiler das
machen diirfen, was sie in-
tuitiv fordern: infinit vie-
le infinitesimal schmale
Rechtecke denken.
Derartige Vorschldge
kommen in der Regel von
den Schiilerinnen und
Schiilern.

Die Lehrerin oder der Leh-
rer hat hier die Moglich-
keit, an die Fachbegriffe
zu erinnern: Die Breite der

Rechtecke ist infinitesimal,
ihre Anzahl infinit.

Die Unendlichkeitslupe
| zeigt an, dass mit
einem infiniten Faktor
vergrofiert wird. Diese
mathematisch legitimier-
te (Kap. 6 (Elemente 2022))
Moglichkeit bietet der
Standardunterricht nicht.
Mit dieser Moglichkeit
der infiniten Vergrofie-
rung kommt man nun
schnell zum Hauptsatz
der Analysis: Es wird die
(infinite) Untersumme be-
rechnet und anschliefSend
nachgewiesen, dass die
verbleibende Restfldche in-
finitesimal ist.
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Untersumme:

Fuy =5 ¥ (P 422+ + (N-1)?)
3 vN-12:2
X -Zl 11

Fiir die Summe der ersten n Quadratzahlen
gibt es eine Schreibweise als Produkt:

Zz

D1eser Zusammenhang gilt auch fiir infinite
n.

Umwandlung der Untersumme in Produkt-
schreibweise und Umformungen:

nn+1)2n+1)

Fiy=g3 %5 (N=1)-N-(2N -1
_l.xS.M.M.ZN—l

_? N N

6 (1_ ) 1-2-x)

Hlervon ist der Standardteil zu bilden, den
wir ab jetzt mit st bezeichnen.

st(PuN)—st<6 B(1- ) 1-(2—§))

1,3
=3X

Dies ist eine Funktion dritten Grades, aller-
dings ist noch zu kldren, wie grof3 die Flache
unter der Parabel ist, die von den Rechtecken
nicht abgedeckt wird.

Der unvergrofierten Zeichnung der Parabel
(S. 24) wurde entnommen, dass sich Unter-
und Obersumme nach der Verschiebung nur
um ein Rechteck unterscheiden. (Es ist genau-
so grofs wie die Summe aller einzelnen Diffe-
renzrechtecke.)

Sein Flacheninhalt betragt Apigrr = f(x) - dx.
Dieses Produkt ist infinitesimal, denn dx ist
infinitesimal und f(x) standard.

Damit gibt der Standardteil der Obersumme
(bzw. der Untersumme) den Fldacheninhalt
richtig wieder: F(x) = 1x°.

Fiir die Obersumme erhilt
man
x3 (12422 +

% Zz 1i

Auf einen Beweis dieser
Formel (z.B. mittels voll-
standiger Induktion) soll-
te hier verzichtet werden.
Denkbar sind aber Uber-
priifungen mit n = 2 bis
n =>5.

Achtung!

Fir die Untersumme ist
die Formel umzudenken.
Auch fiur die Obersumme
erhalt man als Standardteil

st(Fy) = % -x°. Damit
ist die Flacheninhaltsfunk-
tion errechnet.

Auch die ,dreieckigen”
Differenzflachen zwischen
Rechtecken und

Kurve sind, da sie kleiner
sind, infinitesimal.
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Unterrichtsgang Integralrechnung Kommentar

Zusammenfassung aller Flicheninhalts- | Unterrichtsabschnitt 5
funktionen, Hauptsatz der Analysis

| Randfunktion f | Flacheninhaltsfunktion F

flx)=1 F(x)=x
f=x | Fx) =L
f(x) = x? F(x) = 3x°

Es scheint so zu sein, dass die Randfunktion
gleich der Ableitung der Flacheninhaltsfunk-
tion ist.

Oder umgekehrt: Man findet zu einer Funk-
tion f die Flacheninhaltsfunktion F, indem
man das Ableiten der Funktion f ,riickwaérts
vornimmt”.

Gelten diese beiden Zusammenhidnge immer?
Falls ja, dann sind sie zu beweisen.

Es gibt unendlich viele solcher Funktionen, | Der Begriff ,, Stammfunkti-
von denen f als Ableitung ,abstammen”| on” kann hier anschaulich
kann, denn zum Beispiel ist die Funktion mit | eingefiihrt werden.

f(x) = x? auch die Ableitung von F(x) =
1x3 4 53. Alle solche Stammfunktionen konnen
sich nur in einem konstanten Summanden un-
terscheiden, der beim Ableiten wegfallt. Wel-
che soll man nehmen?

Die obere Grenze soll von nun ab nicht mehr
x, sondern b genannt werden.

Mit der errechneten Stammfunktion F(x) =
%xa’ kann man den Flicheninhalt unter der Pa-
rabel z.B. zwischen a = 0 und b = 4 direkt an-
geben. Man erhilt F(4) = 1 -43 = & Flachen-
einheiten (FE).

Wenn die untere Grenze nicht bei null liegt,
sondern z.B. bei a = 2, dann berechnet man
die Differenz zweier Flaicheninhalte, ndmlich
F(4)—F(2) =% —§ =% (FE).

Hier wird erkennbar, dass jede Stammfunkti-
on geeignet ist, den Flacheninhalt zu berech-
nen, denn beim Bilden der Differenz fillt ein
konstanter Summand wieder heraus.

Der Flacheninhalt wird Integral genannt, weil
man unendlich viele infinitesimale Recht-
eckinhalte zusammenfasst (integriert).
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Historisch hat sich eine bestimmte Schreib-
weise fiir Integrale entwickelt. Man schreibt
z.B. fiir die Obersumme

b N
/ x?dx = st szdx
a i=1
und spricht (fiir die linke Seite):

,Integral von f(x) = x? zwischen a und b.”

Hauptsatz der Analysis

1. Die Randfunktion f ist gleich der Ablei-

tung der Flacheninhaltsfunktion F, die den

Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f

und der x-Achse beschreibt:

f(x) = F'(x).

2. Der Inhalt der Fliache zwischen einem

Funktionsgraphen, der x-Achse, der unteren

Grenze a und der oberen Grenze b ist gleich

der Differenz der Funktionswerte an den Stel-

len b und a einer Stammfunktion von f:

S F(x) dx=st( X f(xi) dx) =F(b)—F(a).
v

\

f(x+dx)

(xtdx) =

-\
-

BES
Y+dx *

Beweis Teil 1

An irgendeiner Stelle x des Intervalls besitze
der Flicheninhalt den Wert F(x). Verschiebt
man nun die obere Grenze um ein infinite-
simales dx, so dndert sich der Flicheninhalt
zu F(x 4 dx). Die Veranderung betragt also
F(x +dx) — F(x).

Auch andere Sprechwei-
sen sind durchaus {iblich.

Im Folgenden seien a, b
standard und f eine Stan-
dardfunktion.

Skizze zum Hauptsatz,
Teil 1

Der Beweis des Hauptsat-
zes ist in der Nichtstandard-
Analysis einfach und kurz.
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Mit infinitesimalem dx ist, genau wie der
tatsdchliche Flachenzuwachs, auch der In-
halt eines hinzuzuftigenden Ndherungsrecht-
ecks infinitesimal: f(x) - dx. Der verbleiben-
de Unterschied zur tatsdchlichen Fldche ist
maximal ein Rechteck, von dem beide Seiten-
langen dx und dy infinitesimal sind (dy kann
positiv oder negativ sein).

Also gilt
F(x + dx) — F(x) ~
(f(x) +dy) - dx.

Division durch dx ergibt

F(X-l-d;})c—l:(x) gf(X) +dy

Mit dem Ubergang zum Standardteil erhalt
man

f(x)-dx+dy-dx =

Beweis Teil 2:
Sei F, die spezielle Stammfunktion von f,

die den Flacheninhalt [ ab f(x) dx richtig be-
schreibt, dass also gilt

F,(b) — E;(a) = fabf(x) dx.

Zur Beschreibung ist aber jede andere Stamm-
funktion F genauso geeignet, denn sie kann
sich von F, nur um eine konstante Funktion C
unterscheiden, da nur konstante Funktionen
beim Ableiten wegfallen: C'(x) = 0. Wegen
C(b) — C(a) = 0 ergibt sich dann

F(b) — F(a) = (F. + C)(b) — (Fa +C)(a)

= Fu(b) + C() — (Fu(a) + C(a))
=F,(b)+C(b)—F.(a)—C(a) = Fa(b)—Fa(a).

Also gilt F(b) — F(a) = fabf(x) dx.

Variante mit Einschach-
telung des Zuwachses:
Es gilt (z.B. fiir monoton
wachsende Funktionen)
f(x)-dx < F(x+dx) —
F(x) < f(x+ dx) - dx.
Division durch dx ergibt
f(x) < F(x—&-d;c))(—F(x)
f(x +dx),

wovon der Standardteil zu
bilden ist. Weil dieser fiir
f(x) und f(x + dx) tber-
einstimmt, folgt die Gleich-
heit. In der Mitte steht der
Standardteil des Differen-
tialquotienten der Flachen-
inhaltsfunktion, also ihre
Ableitung.

Vorsicht: Division durch
infinitesimales dx (s.2.3)

<
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Losung des Eingangsproblems Unterrichtsabschluss

Mit Hilfe eines Integrals kann also nun der
Inhalt der Flaiche mit gekriimmtem Rand be-
rechnet werden.

Die gesamte Fliache besteht aus einem
,,Dreieck”, dessen eine Seite vom Gra-
phen von f(x) = x> gebildet wird, und
einem Rechteck.

Der Ursprung des Koordinatensystems
sei in der Grundstiicksecke an der Stra-
e, die x-Achse die Grundstiicksgrenze
zur Strafle.

Mit der Vorgabe 10 m fiir 1 Einheit geht
der Graph offenbar durch die Punkte
(0;0) und (1;1).

Es ist also das Integral fol x3dx zu be-
rechnen. Man erhélt damit fiir die drei-
eckige Flache den Inhalt

_ (1.3 _orl.411 1 44 1
Ay = [y xddx = [gxf]g = -1 — 7~
0 = zly also 411 Flacheneinheiten.

Eine Flacheneinheit entspricht 10m -
10m = 100m?.

Damit betrdgt der Anteil der Flache mit
dem krummen Rand }l -100m? = 25m?2.

Die rechteckige Flache ist 2m - 10m =
20m? grof.

Somit betragt die gesamte mit Rasen
zu versehende Fliche 25m? + 20m? =
45m?2. Es sind also mindestens 45m?2
Rollrasen zu kaufen.

Es folgt nun der tibliche Unterricht zur Integralrechnung.




2.3 Erweiterte Arithmetik: Rechnen mit infinitesi-
malen und infiniten reellen Zahlen [Be]

Der folgende Unterrichtsgang beschreibt in knappen Formulierungen Schritt
fiir Schritt die erweiterte reelle Arithmetik, soweit sie im Einstieg in die Ana-
lysis gebraucht wird. Neu ,entdecken” wir die infinitesimalen und infiniten
reellen Zahlen. Den Anfang macht die Hypothese, die zur Vereinbarung wird:
,Es gibt infinitesimale reelle Zahlen.” In der Einleitung haben wir begriindet,
warum diese Vereinbarung, dieses Axiom sich anbietet. Die ,Standardzah-
len” sind die geldufigen reellen Zahlen, so, wie wir sie kennen. Die neu
entdeckten Zahlen sind , Nichtstandardzahlen”.

In der systematischen Weise wie in diesem Abschnitt wird man die Arith-
metik im Einstieg in die Analysis kaum unterrichten. Eher wird man dort,
wo der Bedarf entsteht, arithmetische Regeln erarbeiten oder lokal arithme-
tische Exkurse einbauen. Fiir beide Vorgehensweisen kann man auf diesen
systematischen Unterrichtsgang zuriickgreifen.

Das Rechnen mit allen reellen Zahlen ist wie gewohnt. Neu ist der ge-
nauere Blick, der neben den ,,Standardzahlen” die neu entdeckten reellen
Nichtstandardzahlen sieht — die infinitesimalen, infiniten und finiten Zahlen.
Die Aufgabe ist, Rechenergebnisse danach zu unterscheiden. Das ist elemen-
tar. Fiir Schiilerinnen und Schiiler braucht es in manchen Phasen dennoch
manches Nachdenken, manches schriftliche oder gedankliche Experiment
und die Diskussion. Zentral ist: Die erweiterte reelle Arithmetik kann und
soll vollstandig — ausgehend von gemeinsamen, expliziten Vereinbarungen
— mit den Schiilerinnen und Schiilern entwickelt werden. Besser: Sie entwi-
ckeln die Theorie selbst — begleitet von den Lehrenden. Auch Bezeichnungen
tiir die neu entdeckten Zahlen sollten gemeinsam festgelegt werden, um den
Vorgang der Konvention deutlich werden zu lassen.

Beweise werden zum gemeinsamen Anliegen, da sie die eigenen arithme-
tischen Sitze in der eigenen Theorie begriinden. Die Beweise im Unterrichts-
gang enthalten den Kern der Gedankenfiihrung in einfacher Sprache und
Symbolik. Sie werden sich im Unterricht aber aus der Diskussion heraus
anders, lebendiger und vielfdltiger, gestalten. In einem Anhang geben wir
ein Beispiel eines hypothetischen Unterrichtsgespriachs zum allerersten Be-
weis. Der Aufbau der erweiterten reellen Arithmetik ist ein interessantes
Arbeitsfeld, fiir Lernende wie Lehrende.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik

Kommentar

Einstieg: Was heif$t ,,unendlich klein™?

Unendlich kleines Steigungsdreieck? Wie
lang ist eine Seite? Unendlich klein? Gibt es
unendlich kleine Zahlen?

Entdecken wir sie!

Beobachtungen.

Die neu entdeckten Zahlen sollen
,infinitesimal” heifsen! Eine infinitesimale
Strecke kann man nicht sehen. Auch mit kei-
ner noch so starken gewohnlichen Lupe.
Aber vorstellen kann man sie sich, so, als
wenn man eine Unendlichkeitslupe hitte.

e
T

\
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,Infinitesimal” heifdt ,kleiner als jede geldufi-
ge positive Standardzahl”. Ist a infinitesimal,
dann liegt « unendlich nah bei 0.
Infinitesimal” ist nicht null, aber , kleiner als
jede noch so kleine Standardzahl”.

Vereinbarung:

Infinitesimale positive Zahlen « sind grofier
als 0, aber kleiner als jede positive Standard-
zahl r. Wir schreiben a ~ 0.

Wir bezeichnen infinitesimale Zahlen mit
«, B, v und oft auch mit dx, dy, dz usw.

Infinitesimale Zahlen konnen auch negativ
sein.

Der Betrag |a| infinitesimaler Zahlen « ist klei-
ner als jede ,alte” positive Standardzahl r.
Wir schreiben o >~ 0.

Unterrichtsabschnitt 1

Die Idee ,,unendlich klein”
(> 0) entsteht z.B. bei der
Beobachtung der immer
kleiner werdenden Sekan-
tendreiecke in 2.1.

Anlisse fiir Diskussionen.

Es gentigt, zuerst nur iiber
positive Zahlen zu spre-
chen, auch wenn sie infini-
tesimal sind.

In (Elemente 2022, 6.2)
wird die Idee der infini-
ten Vergrofierung mathema-
tisch legitimiert.

Es gentigt, iiber positive
infinitesimale Zahlen zu
sprechen (s.o.).

Die bekannten reellen
Zahlen nennen wir ,stan-
dard”.

Definition:

« > 0 heift positiv infinite-
simal, wenn « < r fiir alle
standard r € R, r > 0. Wir
machen durchgehend nur
Bezeichnungsvorschlige.

s. Abbildung
« heifst infinitesimal, wenn

gilt: |a| < r fiir alle stan-
dardr € R, r > 0.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik | Kommentar
Ist 0 eine infinitesimale Zahl? Diskussion!

,,0 ist die ,infinitesimalste’ Zahl.”

Vereinbarung: 0 ist infinitesimal.

Frage:
Gibt es infinitesimale Zahlen?

Vereinbarung, Axiom:
Es gibt infinitesimale Zahlen «.

Rechnen mit infinitesimalen Zahlen

Frage:

Wie rechnen wir mit infinitesimalen Zahlen?
Vereinbarung: Wie mit gewohnlichen Zahlen.
Wir addieren, multiplizieren, subtrahieren,
dividieren, verkniipfen sie mit Standardzah-
len und ordnen die Terme. Beispiele von Ter-
men und Ausdriicken:

oc+oc,3-zx,r-|—zx,n-oc—}1-ﬁ,oc-oc:(x
a—oc=0,§=1,oc<zx+,3.

2 dy
/dx/

Frage:

Wie grof§ ist 2 - &« = a + a? Ist ,,infinitesimal +
infinitesimal” auch ,,infinitesimal“?

Aussage: 2 - &« = « + w ist infinitesimal.
Beweis: « ist kleiner als jedes 7, denn 7 ist eine
Standardzahl. Alsoist 2 - & < r fiir jedes r.
Aussage: Sind & und B infinitesimal, dann ist
« + B infinitesimal.

Beweis: Ist z.B. « < B, dannista +8 < 2B,
also « + B infinitesimal.

Aussage: n - « ist infinitesimal fiir jedes nattirli-
che n.

Beweis: « ist kleiner als jedes -, denn [ ist eine
Standardzahl. Alsoist n - « < r fur alle r.

Satz: s - i ist infinitesimal fiir alle standard s.

,,0 ist kleiner als alle un-
endlich kleinen positiven
Zahlen.”

Es beginnt eine Theorie,
die gemeinsam mit den
Schiilern entwickelt wird.

Unterrichtsabschnitt 2

Anschaulich ist das in 2.1
begriindet.

Hausaufgabe? Ubung? In
der Praxis s. Anhang.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik | Kommentar
Beweis: Ist s < n,soists-a < n -, also infini- | Dieser Beweis konnte

tesimal.

(Oder so: « ist kleiner als jedes {, r standard.
Denn [ ist eine Standardzahl. Alsoists-a < r
tiir jedes r.)

Aussage: Sind « und B infinitesimal, dann ist
« - B infinitesimal.

Beweis:

Da g < list,ista - < a-1 = a, also infinite-
simal.

Frage: Was ist ¢ = s + &, wenn s eine Stan-
dardzahl ist.

Antwort: Keine Standardzahl. ¢ ist eine reelle
Zahl, die infinitesimal nah bei s liegt.

Wir schreiben: ¢ >~ s.

s heifst Standardteil von o.

(e )
T ‘ L 1
Ny =

Um jede finite Standardzahl s liegen unend-
lich viele infinitesimal benachbarte reelle Zah-
len o.

Division:
Standardzahl durch infinitesimale Zahl

Frage:

Was passiert, wenn wir durch infinitesimale
Zahlen dividieren?

Beispiel:

Wie grofs ist %?

Wir wissen: « ist kleiner als jede Standardzahl
r.
Mit r ist auch 1 eine Standardzahl. Also gilt
auch & < ! und damit durch Umformung
r< % tiir alle Standardzahlen r.

Hausaufgabe sein.

Standardzahl, finite reelle
Zahl, infinitesimal nah,

Standardteil ist math. Kon-
vention.

Unterrichtsabschnitt 3

« sei durchgehend infinite-
simal und positiv.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik | Kommentar
Entdeckung: 1 ist groer als jede Standardzahl: | Infinite Zahlen

1 . . . : b s
< ist unendlich grof8. Wir sagen ,,infinit”.

Frage: Wie konnen wir ausdriicken, was ,infi-
nit” bedeutet?

Beispiele:
Infinit ist grofier als alle Standardzahlen.

Kann jemand eine infinite Zahl nennen?
Infinit ist eine Zahl, die man nicht auf der
endlichen Zahlengeraden darstellen kann.
Aber vorstellen kann man sie sich — im Un-
endlichen, so, als wenn man ein Unendlich-
keitsfernrohr hitte.

Ist () eine infinite Zahl, dann liegt sie unend-
lich weit entfernt von 1 und jeder noch so

grofien Standardzahl r:
" = o 3,
Vereinbarung:

Unendlich grofie Zahlen sind grofier als al-
le Standardzahlen r. Statt ,,unendlich grof3”
sagen wir ,,infinit”.

Wir bezeichnen infinite Zahlen mit A, B, N,
I', O, manchmal auch mit u, v usw.

() > 1ist die Bezeichnung fiir () ist infinit”.

Aussage: Fiir jede Standardzahl s ist > infinit.
Beweis: % ist grofser als jedes £, r standard.
Denn ; ist eine Standardzahl. Also ist 3 > 7

fir alle r.

Aussage: Ist I' infinit, dann ist I' — s infinit fiir
jedes standard s.

Die Idee ,,infinit” entsteht
in 2.2 bei der unendlichen
Summation von Rechte-
cken unter einem Funkti-
onsgraphen.

Neue Anlisse fiir Diskus-
sionen.

,,Unendlichkeitsfernrohr”

Definition:

Q) heifit , positiv infinit”,
wenn gilt: O > 0und () >
r tiir alle Standardzahlen.
Bezeichnungsvorschliige.
Zahlbezeichnungen
gemeinsam vereinbaren.

Ubung?




2.3. ARITHMETIK

37

Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik

Kommentar

Hinweis: Es ist I" grofser als alle Standardzah-
len. Daher ist auchT > r +s,alsol’ —s > r
fiir alle Standardzahlen r und s.

Frage: Gibt es eine kleinste positiv infinite
Zahl?

Aussage: Ist I" infinit und ist r eine Standard-
zahl, dann ist 7 - I infinit.

Rechnen mit Standard- und Nichtstan-
dardzahlen

Reelle Zahlen sind arithmetische Terme aus Stan-
dardzahlen, infinitesimalen und infiniten Zahlen.

Beispiele:

Infinitesimale Zahlen «, B wie oben.

Infinite Zahlen A, A, () wie oben.
Standardzahlen r, s, t, u.

0 = r + «, eine finite reelle Zahl infinitesimal
nah zu r.

s sei standard, B infinit. Was ist B —s?

Diskutiere weitere Beispiele von additiven
Kombinationen.

Wir konnen diese Typen reeller Zahlen unter-
scheiden:

tinite Zahlen | Betrag kleiner als eine
pos. Standardzahl

infinite Zahlen | Betrag grofser als jede
positive Standardzahl.

Zu den finiten Zahlen gehoren

Diskussion!

Beweis als Ubung.

Unterrichtsabschnitt 4

infinitesimal nah

s. Aussage u. Hinweis in
Unterrichtsabschnitt 3.
Ubung.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik

Kommentar

Standardzahlen r | von denen wir
ausgegangen sind.

infinitesimale Betrag kleiner als jede

Zahlen « positive Standardzahl.

infinitesimal nah zu
einer Standardzahl

Standardzahlen +
infinitesimales «

Das Rechnen mit positiven Standardzahlen
wollen wir nach Typen ordnen.
Priife die Felder! (Rechne linke Zahl ver-

kniipft mit oberer Zahl!)
] + | infinites. [ finit | standard | infinit |
infinites. || infinites. finit finit infinit
finit finit finit finit infinit
standard finit finit | standard | infinit
infinit infinit infinit infinit infinit
] — || infinites. | finit [ standard [ infinit |
infinites. || infinites. finit finit infinit
finit finit finit finit infinit
standard finit finit standard | infinit
infinit infinit infinit infinit

Frage: Warum ist das Feld ,infinit — infinit”
leer?
Begriinde!

Hinweis:

Sei A infinit, r finit. Dann gibt es zwei Falle:
a)2- A — A = Aistinfinit,

b) (A +r) istinfinitund (A +7) — A = rist
finit.

Suche weitere Fille!

] ; | infinites. [ finit [ standard | infinit |
infinites. inf.tes. inf.tes. inf.tes.
finit infinites. finit finit infinit
standard || infinites. finit standard | infinit
infinit infinit infinit infinit

Besser als die Priifung der
Felder ist die Herstellung
der Tafeln als Hausaufgabe,
in Einzel- oder Gruppenar-
beit.

Spalte ,finit” ohne stan-
dard und infinitesimale
Zahlen

Hausaufgabe, Ubung?

Hausaufgabe, Ubung.

Aus Platzgriinden kiirzen
wir hier innerhalb der Ta-
belle ,infinitesimal” mit
inf.tes.” ab.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik

Kommentar

Frage: Warum ist z.B. das Feld ,,in finitesimal -
infinit” leer?
Begriinde!

Hinweis:

dx und dx - dx sind infinitesimal, also dl_x und
ﬁ infinit. Dann ist einerseits

a)dx - % = 1, also finit, andererseits

b) dx - L = L infinit.

Suche weitere Fille!

’ : H infinites. \ finit \ standard \ infinit
infinites. inf.tes. inf.tes. inf.tes.
finit infinit finit finit inf.tes.
standard infinit finit standard | inf.tes.
infinit infinit infinit infinit

Hier sehen wir wieder leere Felder. Warum
ist das Feld in finitesimal : infinitesimal leer.

Hinweis:

dx und dx - dx sind infinitesimal. Dann ist ei-
nerseits

a) dx : dx = 1, also finit, andererseits

b)dx : (dx -dy) = % infinit.

Wir konnen grob, aber zutreffend, sagen,

dx - dy ist ,infinitesimaler” als dx.

Auf solche Verhiltnisse muss man beim Divi-

dieren streng achten (vgl. Hauptsatz in 2.2).

Begriinde, warum andere Felder leer sind!

Riickblick und Ausblick

Wir haben eine arithmetische Theorie aufge-
baut.

Hausaufgabe, Ubung.

Hausaufgabe. Hier tritt
der Fall ,infiniterer” Zah-
len auf.

Unterrichtsabschnitt 5

Formulierung einer Axio-
matik.
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Unterrichtsgang erweiterte Arithmetik | Kommentar

Wie sind wir vorgegangen? Was waren unse-
re Grundsiitze?

1. Wir gingen aus von der Theorie der reellen
Zahlen R.

2. Wir entdeckten infinitesimale reelle Zahlen | Vereinbarung, Axiom
«, B, dx usw. und infinite Zahlen sowie

3.in R entstandene arithmetischen Terme, die
wir nach standard, finit, infinitesimal, infinit
und nichtstandard ordneten.

4. Die arithmetischen Aussagen und Regeln | Transfer
fiir Standardzahlen gelten in ganz R.

Fiir die Anwendung in der Analysis sind wich- | s. 2.1 und 2.2
tig:
5. Jede finite Zahl ¢ besitzt einen Standardteil | Standardteil
rmito ~r.
6. Wir denken uns die standard Relationen | Transfer
und Funktionen auf R fortgesetzt.

Liste der Zahlbezeichnungen,

die wir hier und in den anderen Unterrichtsskizzen sukzessive vorgeschla-
gen haben.

Die Standardzahlen bezeichnen wir wie die geldufigen reellen Zahlen. Fiir
die ,neu entdeckten” reellen Zahlen schlagen wir vor, wie folgt vorzugehen.
Wir bezeichnen

* infinitesimale Zahlen mit kleinen griechischen Buchstaben aus dem
Anfang des Alphabets,

e finite Zahlen mit kleinen griechischen Buchstaben aus der zweiten
Halfte des Alphabets, Ausnahmen 1, x, A, y, v,

¢ infinite Zahlen mit grofien griechischen Buchstaben, die sich mog-
lichst von den lateinischen Grofsbuchstaben unterscheiden. Zusitzlich
L, u,v,x,A, z.B. als infinite Indizes in der Verbindung mit natiirlichen
Laufindizes i,m, n,k,I.
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Liste:
infinitesimale Zahlen | «, 8,7,6,w, dx, dy,ds, dt
finite Zahlen 0,0,0,7,
flir Variable 1,8,¢
infinite Zahlen LA IL®, QO
aber auch LUV, KA

Wichtig ist, dass Bezeichnungen vereinbart werden, die das Lesen erleich-
tern. Die Vereinbarungen konnen auch vollig anders aussehen.

2.3.1 Ein Beweis im Unterrichtsgesprich [F]

so, wie es sich zwischen Lehrerin/Lehrer (L) und Schiilerinnen/Schiilern (S)
zutragen konnte — vielleicht etwas idealisiert?

Beweis der Aussage: « 4+ o = 2u ist infinitesimal, wenn « infinitesimal ist.

L. (blickt auf Ausschnitt der Zahlengerade — vgl. 2.1): ,,Wir sehen auf dem
Ausschnitt der Zahlengerade, wie die Infinitesimalien um die 0 herum liegen
— und nirgendwo ist eine weitere Standardzahl aufier 0 zu sehen. Wo liegt
denn eigentlich « + & = 2a oder a + p?”

S: ,Ist doch klar: auch in diesem Ausschnitt, nur weiter rechts von a bzw. S!”
L: ,, Anschaulich ist das klar — aber konnen wir das auch mathematisch bewei-
sen? Kéonnen wir nur mit den bekannten Eigenschaften von Infintesimalien
nachweisen, dass auch 2« und a + B in dem Ausschnitt liegen?”

S: ,Wozu das denn? Ist doch klar! Sieht doch jeder!”

L: ,Manchmal triigt aber auch der Schein und man lésst sich dadurch leicht
verleiten, etwas fiir richtig zu halten, was aber in Wahrheit gar nicht richtig
ist. Deshalb muss in Mathe eine Aussage bewiesen werden.”

S: ,Also gut! Aber wie soll das denn gehen? Was miissen wir denn tun?”

L: ,Naja, nehmen wir die erste Aussage: 2« soll auch in dem Ausschnitt der
Zahlengerade um die 0 herum liegen, also 2« soll auch infinitesimal sein,
wenn « infinitesimal ist. — Was heifst das?”

S: ,Doch wohl, dass 2a kleiner ist als jede positive Standardzahl r.”

L: ,Genau! Das miissen wir zeigen!”

S: ,Aber das geht doch gar nicht: « ist doch schon kleiner als 7, dann ist 2«
doch nur kleiner als 2r und nicht kleiner als r! Also stimmt das gar nicht,
was wir beweisen wollen!”

L: ,Moment! Nicht so schnell! — 2« soll kleiner als » werden. Dabei ist r eine
beliebig kleine positive Standardzahl, die wir uns jetzt mal fest vorgeben; r
ist also beliebig, aber fest — so sagt man!”
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S: ,Ja, aber dann ist 2a trotzdem nicht kleiner als r, sondern nur kleiner als
2r, wenn « kleiner ist als r.”

L: , Da hast du Recht! Aber muss denn « kleiner als r sein?”

S: ,Steht doch da (liest vor): ,Eine infinitesimale Zahl « ist kleiner als jede
positive Standardzahl r.” — und nur das sollen wir doch bei dem Beweis
verwenden.”

L: ,Genau! « ist kleiner als jede positive Standardzahl — das ist die wichtige
Aussage. Aber muss diese Zahl denn unbedingt r sein? Doch wohl nicht. Es
muss nicht die Zahl r sein, die wir oben beliebig, aber fest vorgegeben haben.
Es kann auch irgendeine andere positive Standardzahl, z.B. s, sein.”

S: , Also kann ich dieses s ja auch kleiner oder grofier als das feste r wahlen.”
L: ,,Du hast es erfasst! Welcher Wert fiir s wiirde uns denn gut im Beweis
passen?,,

S: ,,% oder noch kleiner. % wiirde reichen: diese Zahl ist auf jeden Fall auch
standard und positiv, und wenn wir « < 5 wahlen — das diirfen wir ja, wie
wir oben gehort haben —, dannist2a¢ < 2-5 =r.”

L: ,Super! Jetzt sind wir fertig und die obige Aussage ist nicht nur anschau-
lich klar, sondern auch mathematisch bewiesen.”

S: , Keiner kann uns mehr was!”



Kapitel 3

Grundlagenaspekte und
historische Beziige ixu

Bereits im Vorwort haben wir angekiindigt, dass wir in dieser Auflage
infinitesimale Zahlen in R entdecken, anstatt sie, wie in den Auflagen zuvor,
zu erfinden und als hyperreelle Zahlen den reellen Zahlen hinzuzufiigen.
Trotz dieses ungewohnten und fiir viele wohl iiberraschenden Perspektiv-
wechsels dndert sich an der praktischen Anwendung infinitesimaler Zahlen
wenig. Davon konnten wir uns in Kapitel 2 iiberzeugen. Dennoch bringen
infinitesimale reelle Zahlen (und dadurch bedingt infinite natiirliche Zahlen)
besondere Herausforderungen mit sich, speziell fiir ausgebildete Mathema-
tiker, die doch die reellen Zahlen (und erst recht die nattirlichen Zahlen)
vollstandig zu kennen glauben. Wie konnte man da noch Neues entdecken?
In diesem Kapitel gehen wir genauer auf diese Herausforderungen ein und
stellen zudem einige historische Beziige zu Leibniz’ Infinitesimalkalkiil her.
Diese Informationen sollen in erster Linie den Lehrenden als Hintergrund
dienen.

3.1 Die reellen Zahlen (aus der Sicht der Lehren-
den)

Woher kommt die Gewissheit, mit der wir die reellen Zahlen zu kennen
glauben?

Zum einen aus der scheinbaren Nédhe zu unserer Anschauung und unserer
Erfahrung mit kontinuierlichen Vorgdngen in Raum und Zeit. Wenn wir die
reellen Zahlen mit den Punkten einer Geraden identifizieren, glauben wir,
sie quasi ,,vor uns zu sehen”. Doch was wir tatsdchlich sehen, ist ein Strich,
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und was wir denken, ist eine gerade Linie, die nicht endet. Weder unsere
Erfahrung, noch unsere Anschauung konnen eine unendliche Gerade als
Ganzes erfassen, geschweige denn, zu einer Punktmenge auflosen.

Die zweite Quelle unserer Gewissheit ist theoretischer Natur. Wenn wir
Mathematik studiert haben, erinnern wir uns vielleicht daran, was wir in Ein-
fithrungskursen zur Analysis iiber die reellen Zahlen gelernt haben, ndmlich,
dass sie einen vollstindig angeordneten Korper bilden, dass sie also gewisse
Axiome erfiillen, und dass sie dartiber hinaus durch diese Axiome (bis auf
Isomorphie) eindeutig bestimmt sind. Es gibt also im Wesentlichen genau
einen vollstandig angeordneten Korper, den der reellen Zahlen.

Zwei wichtige Folgerungen aus den Axiomen sind, dass die reellen Zahlen
die archimedische Eigenschaft haben (das heifst, keine reelle Zahl ist grofier als
alle natiirlichen Zahlen) und zweitens, dass jede reelle Zahl, aufier O, eine
eindeutig bestimmte unendliche Dezimalbruchentwicklung hat. Die peri-
odischen Dezimalbruchentwicklungen gehoren zu den rationalen Zahlen,
die verbleibenden zu den irrationalen Zahlen. Diejenigen reellen Zahlen, bei
denen die Dezimalbruchentwicklung eine Periode 9 hat, haben eine alter-
native, endliche Dezimalbruchdarstellung. Dieser Zusammenhang zwischen
reellen Zahlen und unendlichen Dezimalbriichen wird in der Regel auch in
der Schule vermittelt.

Anschaulich ,findet” man die Dezimalbruchentwicklung einer positiven
reellen Zahl r, indem man, ausgehend von der durch die ganzen Zahlen
eingeteilten Zahlengeraden, die Intervalle fortgesetzt zehntelt und in jedem
Schritt die links von r ndchstgelegene Intervallgrenze wéhlt. Fiir negative
reelle Zahlen wihlt man jeweils die rechts von r ndchstgelegene Intervall-
grenze. Mit jedem Schritt wird der Dezimalbruchentwicklung von r so eine
Stelle hinzugefiigt. Die Anfiihrungszeichen bei ,findet” sind angebracht,
da dieser Prozess niemals endet, und eine Dezimalbruchentwicklung auf
diese Weise nicht anschaulich, sondern nur in einer Theorie, die das aktual
Unendliche einschliefit, existiert. Dennoch erweckt die Feststellung, dass die
reellen Zahlen (ohne 0) eins zu eins den unendlichen Dezimalbriichen ent-
sprechen, leicht den Eindruck, es bliebe kein Spielraum fiir Entdeckungen.
Dieser Eindruck tauscht.

3.2 Der Aufbau des Zahlensystems

Wenn wir sagen, dass es (bis auf Isomorphie) nur einen vollstandig ange-
ordneten Korper gibt, so ist dies ein Satz der Mengenlehre, zum Beispiel auf
der Basis des Zermelo-Fraenkel’schen Axiomensystems, abgekiirzt ZF (bzw.
ZFC, wenn man das Auswahlaxiom hinzunimmt). Die Axiome brauchen
wir hier nicht im Detail zu erdrtern. Es gentigt festzuhalten, dass ZFC eine
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reine Mengenlehre ist (alle Dinge, von denen sie handelt, sind Mengen) und
den Aufbau der iiblichen Mathematik erlaubt, insbesondere den Aufbau des
Zahlensystems. Das bedeutet, dass alle Definitionen und Sitze der tiblichen
Mathematik in der Sprache der Mengenlehre formulierbar sind. Im Prinzip
stehen hierfiir nur das Relationssymbol € (,,ist Element von”), Variablen,
Klammern und logische Symbole zur Verfiigung. Mit diesen Symbolen bil-
det man (nach bestimmten syntaktischen Regeln) sogenannte €-Ausdriicke.
Letztlich sind also alle konventionellen mathematischen Begriffe durch -
Ausdriicke definiert und alle konventionellen mathematischen Aussagen
€-Ausdriicke.

Ausgangspunkt des mengentheoretischen Aufbaus des Zahlensystems ist
die induktive Menge w, die mit der Menge der nattirlichen Zahlen gleich-
gesetzt wird. In ZF heifst eine Menge M induktiv, wenn @ € M und fiir alle
x € M auch xU {x} € M ist. Daher enthilt eine induktive Menge min-
destens die Elemente @, {®},{®,{®}} und so weiter, wobei jedes Glied
dieser Folge die Menge seiner Vorgéanger ist. Dass es induktive Mengen
gibt, sichert in ZF das Unendlichkeitsaxiom. Die Menge w wird dann (mit
dem Aussonderungsaxiom) als die Menge definiert, die genau die Elemen-
te enthalt, die Element jeder induktiven Menge sind. In diesem Sinne ist w
die kleinstmdogliche induktive Menge. Sie bildet mit der leeren Menge ©
als Null und der Operation ¢ : x — x U {x} als Nachfolgeroperation eine
Peano-Struktur, das heifdt, sie erfiillt die (mengentheoretisch formulierten)
Peano-Dedekind’schen Axiome der natiirlichen Zahlen. Die ersten Elemen-
te von w lassen sich dann als @, 0@, c0®, coc®, ... oder, etwas vertrauter,
als 0,1,2,3,... schreiben. Nach dem Satz von Dedekind sind alle Peano-
Strukturen isomorph, sodass es unerheblich ist, welche wir zur Definition
der natiirlichen Zahlen heranziehen. Wir schreiben im Folgenden IN fiir die
Menge der natiirlichen Zahlen (inklusive 0).

Danach folgt der Aufbau des Zahlensystems einem dhnlichen Pfad, wie
man ihn (wenn auch wesentlich informeller) mit den verschiedenen Zahlbe-
reichserweiterungen in der Schule geht. Fiir den Schritt von den rationalen
zu den reellen Zahlen gibt es verschiedene Moglichkeiten, zum Beispiel
Dedekind’sche Schnitte, Cauchy-Folgen oder Intervallschachtelungen.

3.3 Die reellen Zahlen in ungewohntem Licht

In der mathematischen Literatur nennt man Elemente eines angeordneten
Korpers unendlich grofS, wenn sie grofler als alle natiirlichen Zahlen sind. Die
Kehrwerte der unendlich grofien Korperelemente nennt man dementspre-
chend unendlich klein.

Die archimedische Eigenschaft der reellen Zahlen schliefst unendlich grofie
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und unendlich kleine reelle Zahlen aus. Keine reelle Zahl ist grofer als alle
nattirlichen Zahlen. Wenn wir also Analysis mit infinitesimalen Zahlen in
R betreiben wollen, dann diirfen wir infinitesimal nicht als unendlich klein
definieren. Andererseits sollen Infinitesimalien kleiner als jede konkret an-
gebbare Zahl, insbesondere kleiner als %, %, %, ... sein. Wie kann das gehen?
Offenbar nur, indem wir annehmen, dass IN Zahlen enthilt, die grofer als
1,2,3,... sind, denn fiir x € R gilt

111 1
O<X<I,§,§,... = ;>1,2,3,...,
und IN ist in R nach oben unbeschrankt. Folglich gibt es dann auch nattirliche
Zahlen, die grofier als % und damit grofler als 1,2,3,. .. sind.

Wir miissen also in Erwédgung ziehen, dass IN so aussehen konnte:
N={0,1,23,...,.v—1v,v+1v+2,...}. (3.1)

Dabei soll v eine Zahl sein, die grofier ist als alle Zahlen, die durch fortgesetz-
te Nachfolgerbildung aus 0 entstehen, oder — anders ausgedriickt — grofSer
als alle Einsensummen. IN enthilt dann auch die Zahlenv —1,v—2,v—3
und so weiter, denn jede Zahl aufser 0 hat in IN einen Vorgénger.

Ist so etwas denkbar? Folgender Einwand liegt nahe: Wenn man in (3.1)
die Menge IN nach den Zahlen, die sich durch fortgesetzte Nachfolgerbildung
aus 0 ergeben, und vor den Zahlen, die man so nicht erreicht, auftrennt, dann
ware der vordere Teil immer noch induktiv, und dies wiirde der Aussage wi-
dersprechen, dass IN definitionsgemafs die kleinstmogliche induktive Menge
ist.

Man miisste dazu allerdings das , Auftrennen” von IN in der Sprache der
Mengenlehre beschreiben, also einen €-Ausdruck ¢(x) angeben, der die
Elemente des ,,vorderen Teils” charakterisiert. Dann konnte man nach dem
Aussonderungsaxiom die Menge {x € IN | ¢(x)} bilden.

Hier liegt das Problem des Einwandes, denn es ist nicht klar, ob die be-
notigte Eigenschaft der Mengenlehre tiberhaupt zuganglich ist. Um auszu-
driicken, dass eine Zahl durch wiederholte Nachfolgerbildung aus 0 entsteht,
mengentheoretisch also durch wiederholte Anwendung der Operation ¢ auf
@, bedient man sich der so genannten Metasprache, also der Sprache, in der
man iiber Konstrukte (Symbole, Terme, Ausdriicke) der betrachteten for-
malen Sprache (die in diesem Zusammenhang Objektsprache heifst) spricht.
Man muss demzufolge die naiven, metasprachlichen nattiirlichen Zahlen, mit
denen man zum Beispiel zahlt, wie oft ein bestimmtes Zeichen in einem -
Ausdruck vorkommt, von den theoretischen, objektsprachlichen natiirlichen
Zahlen in ZF (also den Elementen von w) unterscheiden. Zwar gibt es zu je-
der metasprachlichen nattirlichen Zahl eine entsprechende objektsprachliche
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(die definiert werden kann, indem man ¢ entsprechend oft auf @ anwendet).
Die Umkehrung bleibt jedoch offen, weshalb (3.1) nicht auszuschliefien ist.

3.4 Das Axiomensystem SPOT

Wenn (3.1) nicht ausgeschlossen ist, dann steht es uns frei, Erweiterungen
von ZF zu untersuchen, die (3.1) bestdtigen. Um eine solche Erweiterung
handelt es sich bei dem von Hrbacek und Katz vorgestellten Axiomensystem
SPOT, dessen Name sich von den ZF hinzugefiigten Axiomen SP (Standard
Part), O (Nontriviality) und T (Transfer) ableitet. Sie ist der theoretische
Hintergrund und die mathematische Rechtfertigung fiir das, was wir in
dieser Handreichung vorstellen.

Der Sprache der Mengenlehre wird ein undefiniertes einstelliges Relations-
symbol st (,,standard”) hinzugefiigt, mit dem es moglich wird, iiber eine in
ZF nicht zugangliche Eigenschaft von Mengen zu sprechen. Die Ausdriicke
der erweiterten Sprache sind also im Allgemeinen st-€-Ausdriicke und, so-
fern sie das neue Symbol st nicht enthalten, €-Ausdriicke. Wie tiblich wird
die Sprache in der Praxis noch um definierte Symbole erweitert, die Aus-
driicke kiirzer und verstandlicher machen. Solche Erweiterungen konnen
aber prinzipiell wieder eliminiert werden.

Da in ZF Zahlen als bestimmte Mengen definiert werden, ist die folgende
Definition moglich, die wir bereits in Kapitel 2 verwendet haben.

Definition 1. Eine reelle Zahl heifst

* finit, wenn ihr Betrag kleiner-gleich einer natiirlichen Standardzahl ist
(dquivalent: kleiner-gleich einer reellen Standardzahl);

* infinit, wenn sie nicht finit ist;

e infinitesimal, wenn ihr Betrag kleiner als der Kehrwert jeder positiven
natiirlichen Standardzahl ist (dquivalent: wenn ihr Betrag kleiner als
alle positiven reellen Standardzahlen ist).!

Zwei reelle Zahlen x und y heifien infinitesimal benachbart (x ~ y), wenn ihre
Differenz infinitesimal ist. Wenn x positiv unbeschrénkt ist, schreibt man
x> 1

!Wir haben in dieser Handreichung die Begriffe finit und infinit aus den bisherigen
Auflagen tibernommen, allerdings mit einer gednderten Bedeutung, da sie sich hier auf
reelle Zahlen beziehen und nicht das gleiche bedeuten wie endlich bzw. unendlich grof$ (siehe
Erlauterung zu Beginn von Abschnitt 3.3). Im Englischen verwendet man daher stattdessen
die Begriffe limited bzw. unlimited, um sie von den englischen Begriffen finite (endlich) und
infinite (unendlich) abgrenzen zu kénnen.
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Das Axiomensystem SPOT umfasst alle Axiome von ZF. Diese werden un-
verdandert iibernommen, was insbesondere bedeutet, dass das Axiomensche-
ma der Aussonderung nur fiir €-Ausdriicke gefordert wird. Damit existiert
zu jedem e-Ausdruck ¢ fiir alle Mengen A die Menge {x € A | ¢(x)}. Dies
gilt jedoch im Allgemeinen nicht fiir st-€-Ausdriicke. Auf der anderen Seite
bedeutet die unverdnderte Ubernahme der ZF-Axiome:

¢ Alle in ZF bewiesenen Sitze gelten auch in SPOT.

¢ Alle in ZF gemachten Definitionen sind unverdndert auch in SPOT
verwendbar.

Die zusétzlichen Axiome von SPOT sind die folgenden:

T (Transfer) Sei ¢ ein €-Ausdruck (eventuell mit Standardparametern).
Wenn ¢(x) fiir alle standard x gilt, dann gilt ¢(x) fiir alle x.

O (Nontriviality) Es gibt Nichtstandardzahlen in IN.

SP (Standard Part) Jede finite reelle Zahl ist infinitesimal benachbart zu
einer reellen Standardzahl.

Die zu einer finiten reellen Zahl x infinitesimal benachbarte Standardzahl
ist eindeutig bestimmt und wird der Standardteil (engl. standard part) von x
genannt.

Aus dem Transferaxiom folgt unter anderem, dass alles, was man in ZF
(eventuell mit Standardparametern) definieren kann, standard ist.> Da dem-
zufolge zum Beispiel alle Einsensummen standard sind, IN gemafs Axiom
O aber auch Nichtstandardzahlen enthilt, finden wir die Darstellung (3.1)
bestitigt. Zugleich bleibt die in ZF bewiesene Aussage giiltig, dass IN die
kleinstmogliche induktive Menge ist, denn die Mengenbildung {x € N |
st(x)} ist in SPOT nicht moglich, da das Aussonderungsaxiom, wie in ZF,
nur fiir €-Ausdriicke anwendbar ist. Ein solcher , illegaler Mengenterm” ist
ebenso wenig definiert, wie der ,illegale Bruch” %.

Eine der grofiten Herausforderungen fiir die Akzeptanz von SPOT (und
verwandten Nichtstandarderweiterungen von ZF oder ZFC) ist sicherlich
die Konsequenz, dass man augenscheinlich Unendliches, wie die potentiell
unendliche Abfolge aller Einsensummen 1,2,3, ... zu einer endlichen Men-
ge {1,...,v} erganzen kann, und das, obwohl man weder die Definition
der nattirlichen Zahlen, noch die Definition von endlich verandert hat. Der
Grund fiir diese geradezu paradox anmutende Konsequenz ist, dass man die

2Wendet man Axiom T auf die Negation von ¢ an, folgt: Wenn ¢(x) fiir (mindestens)
ein x gilt, dann gilt ¢(x) fiir (mindestens) ein standard x. Wenn also x durch ¢(x) eindeutig
bestimmt ist, so ist x standard.
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naiven natiirlichen Zahlen der Metasprache und die theoretischen natiirlichen
Zahlen der Objektsprache auseinanderhalten muss. Die Unterscheidung der
Sprachebenen ist auch in ZF notwendig, fallt aber dort nicht auf und ist da-
her kaum bewusst. Wer empfindet schon die Notwendigkeit eines Beweises
der Aussage, dass die Teilmenge einer endlichen Menge wieder endlich ist?

3.5 Die reellen Zahlen (aus der Sicht der Lernen-
den)

Kinder haben Phantasie. Sie haben keine Schwierigkeiten, sich imaginére
Freunde, rosa Elefanten oder unendlich grofie Zahlen auszudenken. Sich Din-
ge ausdenken heifst, sich vorstellen, dass es diese Dinge gibt, auch wenn man
(noch) keinen Beleg fiir ihre Existenz hat. Was in der Mathematik ausgedacht
ist und was nicht, ist eine tiefe philosophische Frage, die aber durchaus mit
Schiilern diskutiert werden kann, und zwar ohne die Erwartung, bestimmte
Positionen als richtig und andere als falsch zu erkennen. Sind die reellen
Zahlen ausgedacht? Oder bereits die rationalen Zahlen, die negativen Zah-
len, die natiirlichen Zahlen? Hier keine eindeutigen Antworten zu haben,
bedeutet nicht, dass die Mathematik im Chaos versinkt. Wichtiger als die
Frage, ob Dinge ausgedacht sind oder nicht, ist in der Mathematik die Frage,
was wir mit den Dingen machen kdnnen, ob wir sie zum Beispiel vergleichen
konnen, ob wir mit ihnen rechnen kénnen und wenn ja, wie?

Was konnte eine unendlich grofie Zahl sein? Auch diese Frage kann man
mit Schiilern diskutieren. Die oben angegebene mathematische Konvention,
eine Zahl unendlich groff zu nennen, wenn sie grofier als alle natiirlichen
Zahlen ist, entspricht nicht unbedingt der Intuition von Schiilern, denn sie
setzt voraus, dass man bereits weifs, was alle natiirlichen Zahlen bedeutet.
Konnten aber nicht bereits natiirliche Zahlen unendlich grofs sein, ndmlich
grofer als 1,2,3, ..., grofier als jede Zahl, die wir durch Zahlen erreichen
konnen, grofier als jede Einsensumme? Solche Fragen sind nicht unberech-
tigt und wurden bereits im 17. Jahrhundert von groflen Mathematikern, wie
Leibniz und Bernoulli, kontrovers diskutiert. Wenn es solche Zahlen gébe
und sie ansonsten alle Eigenschaften der bekannten natiirlichen Zahlen hat-
ten, sollte man sie dann nicht auch nattirliche Zahlen nennen, so wie man
rosa Elefanten weiterhin Elefanten nennen wiirde, wenn sie (aufser der Farbe)
alle Eigenschaften der bislang bekannten Elefanten haben?

Das Entdecken ,,unendlich grofier” natiirlicher Zahlen ist das Entdecken
der Moglichkeit ihrer Existenz und die Bereitschaft, von dieser Moglichkeit
Gebrauch zu machen. Dies ist mathematisch vollkommen legitim, wie die
oben skizzierte Theorie SPOT zeigt. Der Trick, um tiber die neu entdeckten
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Zahlen sprechen zu konnen, bestand darin, einen neuen Begriff , standard”
einzufiihren und die natiirlichen Zahlen in Standard- und Nichtstandardzah-
len einzuteilen. Wir konnen die Nichtstandardzahlen weder durch Zghlen
erreichen, noch mit Dezimalziffern hinschreiben. Wenn wir diese Zahlen
nutzen wollen, miissen wir gleichsam in Gedanken zu ihnen springen und
zu ihrer Bezeichnung Buchstaben als Platzhalter verwenden. Das schmalert
nicht ihre Niitzlichkeit, denn es wird in Anwendungen niemals darauf an-
kommen, eine eindeutig bestimmte Nichtstandardzahl zu benennen. Es wird
stets geniigen zu wissen, dass es welche gibt und dass man mit ihnen wie
mit Standardzahlen umgehen kann.

Die natiirlichen Nichtstandardzahlen sind grofser als jede natiirliche Stan-
dardzahl und damit grofler als jede Einsensumme, in einem intuitiven Sinne
also ,,unendlich grofs”. Solche Zahlen haben wir in dieser Handreichung
infinit genannt, um eine moglichst grofie Analogie zur Auflage 2 vor dem
Hintergrund der hyperreellen Zahlen *R zu erreichen.

Hat man die infiniten natiirlichen Zahlen entdeckt, so ergibt sich alles
Weitere ganz natiirlich. Hier bietet sich eine faszinierende Moglichkeit, den
Aufbau des Zahlensystems noch einmal im Schnelldurchgang zu wiederho-
len und dabei zu beobachten, wie sich das Wissen um die Existenz infiniter
natiirlicher Zahlen auswirkt. An den bekannten Eigenschaften der Zahlen
(also an den Eigenschaften, die sich ohne den Begriff standard formulieren
lassen) dndert sich dabei nichts.

¢ Spiegelbildlich zu den positiven hat man die negativen ganzen Zahlen.
Auch diese konnen infinit (und damit nicht standard) sein.

* Als Verhiltnis zweier ganzer Zahlen, von denen die zweite ungleich
null ist, erhélt man die rationalen Zahlen. Unter ihnen gibt es sowohl
infinite, als auch infinitesimale. Eine rationale Zahl ist standard, wenn
sie als Verhéltnis zweier Standardzahlen darstellbar ist. Zwischen zwei
verschiedenen rationalen Standardzahlen liegen stets auch rationale
Nichtstandardzahlen. Diese sind dann zwangsldufig finit. Zwei ratio-
nale Zahlen kénnen verschieden und dennoch infinitesimal benachbart
sein.

* Der herausfordernde Schritt von den rationalen zu den reellen Zahlen
bleibt unverdndert. Je nach Herangehensweise werden reelle Zahlen
durch bestimmte rationale Folgen (Cauchy-Folgen), Dedekind’sche
Schnitte in ) oder rationale Intervallschachtelungen definiert. Hat man
die reellen Zahlen anschaulich als ,,Punkte der Zahlengerade” einge-
tithrt, so dandert sich die Kontinuumsvorstellung dahingehend, dass
man Punkte mit infinitem oder infinitesimalem Abstand einbeziehen
muss (wie es Leibniz bereits getan hat).
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Der Vorteil dieses Zugangs ist, dass infinite und infinitesimale Zahlen be-
reits in Q (und damit automatisch in R) vorhanden sind. Sie miissen nicht
erst als neue Zahlen , konstruiert” und den (ohnehin schwierigen) reellen
Zahlen hinzugefiigt werden. Der Nachteil (wenn man es {iberhaupt als Nach-
teil sehen will) ist, dass man schon mit den nattirlichen Zahlen tiber das naive
Zidhlen hinaus einen Schritt in die Theorie gehen muss, um infinite nattirliche
Zahlen entdecken zu konnen. Intuitiv sind diese Zahlen ,,unendlich grof3”.

Wir gehen noch auf den Zusammenhang zwischen den reellen Zahlen
und den unendlichen Dezimalbriichen genauer ein. Wie oben erwédhnt, kann
man die reellen Zahlen (ohne die Null) umkehrbar eindeutig den unendli-
chen Dezimalbriichen zuordnen. Diese Aussage bleibt richtig (so, wie alle
in ZF beweisbaren Aussagen), und sie fiihrt jetzt deutlich vor Augen, dass
unendliche Dezimalbriiche, genau genommen, sehr abstrakte Objekte sind,
namlich (im positiven Fall) unendliche rationale Folgen der Gestalt

— ,
k=0 10 nelN

wobei ag aus IN und die restlichen a aus {0, .. ., 9} sind. Unendliche rationale
Folgen sind nichts anderes als Funktionen von IN nach Q. Man beachte aber,
dass ag infinit sein kann, und dass 7 alle natiirlichen Zahlen (also auch die
infiniten) durchlauft.

Fiir konkrete in der Analysis auftretende Irrationalzahlen, wie /2 oder
71, konnen die Dezimalbruchentwicklung algorithmisch beschrieben und
die Folgenglieder potentiell unendlich weit ausgerechnet werden. Der un-
endliche Dezimalbruch als Ganzes ist aber ein theoretisches Objekt und bleibt
unerreichbar.

3.6 Ein historischer Vergleich

In der heutigen Mathematik sind aktual unendliche Mengen eine Selbstver-
standlichkeit, wahrend uns infinite oder infinitesimale Zahlen ungewohnt
oder sogar paradox erscheinen. Historisch betrachtet war es lange Zeit genau
umgekehrt. Leibniz lehnte aktual unendliche Gesamtheiten als widerspriich-
lich ab, da sie das euklidische Axiom ,Das Ganze ist grofier als der Teil”
verletzen. Er hielt aber inassignable Grofien — Grofien, die grofier bzw. kleiner
als jede angebbare (assignable) Grofie sind — fiir niitzliche Fiktionen, ,da sie
Abkiirzungen des Redens und Denkens und daher des Entdeckens ebenso
wie des Beweisens liefern”.

Abraham Robinson hat bereits drauf hingewiesen, dass Leibniz” Konti-
nuitédtsprinzip, nach dem die Regeln des Endlichen auch im Unendlichen



52KAPITEL 3. GRUNDLAGENASPEKTE UND HISTORISCHE BEZUGE [KU]

Tabelle 3.1: Ein Vergleich SPOT / Leibniz

SPOT Leibniz
Neues Pradikat standard ~ Unterscheidung assignabler und inassigna-
bler Grofien

Axiom T (Transfer): Ein ,,...und es stellt sich heraus, dass die Re-
€-Ausdruck (mit Stan- geln des Endlichen [auch] im Unendlichen
dardparametern), der fiir erfolgreich [anzuwenden] sind ...und dass
alle standard x gilt, gilt wumgekehrt die Regeln des Unendlichen [auch]
fur alle x. im Endlichen erfolgreich [anzuwenden] sind”
(Brief an Varignon vom 2.2.1702)
Axiom O (Nontriviality): , Und es kommt nicht darauf an, ob es derar-
Es gibt Nichtstandard- tige Quantitdten in der Natur der Dinge gibt,
zahlen in IN. denn es reicht aus, sie durch eine Fiktion ein-
zufiihren.” (1676, De Quadratura)
Axiom SP (Standard ,Im Ubrigen glaube ich, dass nicht nur das-
Part): Jede beschrdnkte jenige gleich ist, was keinerlei Differenz hat,
reelle Zahl ist infinitesi- sondern auch das, dessen Differenz unver-
mal benachbart zu einer gleichbar klein ist, ...” (1695, Responsio ad
reellen Standardzahl. nonnullas difficultates)

erfolgreich anwendbar sind (und umgekehrt), eine bemerkenswerte Néhe
zum Transferprinzip seiner Nonstandard-Analysis hat.

In Tabelle 3.1 stellen wir die Axiome von SPOT typischen Leibniz-Zitaten
gegeniiber. Angesichts der vergleichsweise einfachen axiomatischen Erwei-
terung durch SPOT und der Nédhe zu vorhandenen historischen Ansétzen,
ist es eine inspirierende, wenn auch spekulative Frage, ob die Formalisie-
rung der Analysis einen anderen als den tatsdchlichen Verlauf hitte nehmen
konnen.



Kapitel 4
Richtlinien, Aufgaben, Abitur

4.1 Lehrplanvorgaben der Bundeslander [Bal

Immer wieder fragen Lehrerinnen und Lehrer, die die Vorziige der Nichtstan-
dardanalysis erkannt haben und auf diese Weise nun unterrichten wollen, ob
dies denn die Rahmenlehrpldne zulassen. Nach dem aktuellen Stand kann
diese Frage positiv beantwortet werden.

Vor einigen Jahren war die Situation noch eine andere. Zum Beispiel sah
der Berliner Rahmenplan Mathematik fiir die 11. Klasse (Einfiihrungsphase)
vor mehr als zehn Jahren noch allein fiir das Thema , Folgen und Grenz-
werte” 15 Unterrichtsstunden vor und verlangte: , Fiir einfache konvergente
Zahlenfolgen den Grenzwert erkennen und durch Anwendung der Grenz-
wertdefinition nachweisen konnen, dafs die erkannte Zahl tatsdchlich der
Grenzwert ist.“! Dieses Thema wurde im Zuge der Schulzeitverkiirzung
deutlich zusammengestrichen. Heute verlangt der Lehrplan einen , propa-
deutischen Grenzwertbegriff”, sagt aber nicht, was damit gemeint sein soll.
Inzwischen verlangen Abituraufgaben fiir Grundkurse hdufig nur noch drei
Probeeinsetzungen als Nachweis fiir Konvergenz. Dies als Analysis und
damit als Mathematik zu bezeichnen, ist zumindest fragwiirdig.

Auch in den anderen Bundeslédndern ist die Situation dhnlich. Viele Lehr-
plane verlangen ebenfalls einen ,,propddeutischen Grenzwertbegriff”, ande-
re weisen andere Formulierungen auf. Gemeinsam ist allen, dass eine exakte
Grenzwertdefinition nicht mehr verlangt wird. Die Nichtstandardanalysis
dagegen geht rechnerisch vor, ist damit mathematisch exakt und zudem
anschaulich. Diese Vorziige sind untibersehbar.

Die folgenden Abschnitte zitieren aus den entsprechenden Abschnitten

! An dieser Formulierung wird eine andere grundsitzliche Problematik der Standardana-
lysis deutlich: Man muss den Grenzwert kennen, um nachzuweisen, dass er es wirklich ist.
Aber wie findet man den Grenzwert heraus?

53
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der Mathematiklehrpldne der sechzehn Bundesldnder, insbesondere Stel-
len, die auf Grenzwerte eingehen. Weiterhin fallt auf, dass in einigen dieser
Vorgaben auch von Infinitesimalien die Rede ist. Die Zitate beruhen auf Re-
cherchen bis zum Jahresanfang 2023. Eine erneute Durchsicht der im Internet
verOffentlichten Lehrpldne zeigte zwar in einigen Fallen andere Formulie-
rungen, aber keine grundsitzlichen inhaltlichen Anderungen oder Vorgaben.
Damit ist weiterhin ein Unterricht mit den Methoden der Nonstandardana-
lysis in allen Bundeslandern moglich und, wie begriindet, zu empfehlen.

Baden-Wiirttemberg
Im ,Bildungsplan des Gymnasiums” vom 23. Mérz 2016 heifst es fiir die
Klassen 9/10 unter der Leitidee , Funktionaler Zusammenhang”:

Vorbemerkungen: . .. Die Schiilerinnen und Schiiler arbeiten mit einem propideutischen
Grenzwertbegriff, sie beschreiben und interpretieren das Anderungsverhalten von Grifien
analytisch. ...

Bei den Lernzielen steht:

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen ...
(13) die mittlere Anderungsrate einer Funktion auf einem Intervall (Differenzenquotient)
bestimmen und auch als Sekantensteigung interpretieren,
(14) die momentane Anderungsrate als Ableitung an einer Stelle aus der mittleren Ande-
rungsrate durch Grenzwertiiberlegungen bestimmen,
(15) die Ableitung an einer Stelle als Tangentensteigung interpretieren . ..

Exakte Grenzwert-Mathematik wird somit nicht verlangt. Es ist also
durchaus zweckmifiig, den Grenzwert als reellen Teil (Standardteil) zu er-
rechnen.

Bayern

Auf der Seite

http : / /www.gym8 — lehrplan.bayern.de /contentserv/3.1.neu/g8.de/id»6192.html , abge-
rufen am 6. November 2020, steht unter ,M 11.1.2 Lokales Differenzieren (ca.
9 Std.)":

Ausgehend von graphischen Betrachtungen und numerischen Untersuchungen des Diffe-
renzenquotienten lernen die Jugendlichen den Differentialquotienten als Grenzwert kennen.
Sie verstehen ihn als geeignetes Mafd zur Beschreibung lokaler Anderungsraten und deu-
ten ihn geometrisch am Graphen. Die dabei benotigten Grenzwerte ermitteln sie mithilfe
elementarer Termumformungen. ...

Und unter ,M 12.1 Fortfithrung der Infinitesimalrechnung” findet man:
Auf der Grundlage ihrer Kenntnisse iiber Grenzwerte aus Jahrgangsstufe 11 gewinnen die
Schiiler mit der Integration ein tragfihiges Verfahren zur Messung von Flicheninhalten.

Auch hier wird das zum Grenzwert eigentlich gehoérende e-4-Verfahren
nicht verlangt.
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Berlin

Im ,,Rahmenlehrplan fiir die gymnasiale Oberstufe, 1. Auflage 2006” wird
fiir Grund- und Leistungskurs inhaltlich folgendes vorgegeben:

4.1 Analysis

(a) Differenzialrechnung

... inhaltlich-anschaulicher Grenzwertbegriff ...

Unter , Kompetenzerwerb im Themenfeld” steht:

Im Grundkursfach bleibt diese Orientierung an Realsituationen durchgehendes Prinzip. Die
Methoden der Infinitesimalrechnung werden weiterentwickelt, um z. B. Extremalprobleme
in einfachen Anwendungen losen zu konnen. Argumentationen werden hier immer auch
inhaltlich gefiihrt.

Im Leistungskursfach wird zusitzlich eine strengere Absicherung mathematischer Begriffe,
Zusammenhiinge und Regeln angestrebt, indem Beispiele und Gegenbeispiele fiir verschiede-
ne Phiinomene (z. B. Stetigkeit, Differenzierbarkeit) untersucht und systematisiert werden.
Auflerdem werden hier auch verstirkt Zusammenhiinge aus rein innermathematischer Per-
spektive untersucht (z. B. geometrische Probleme, Kriterien fiir Extrema und Wendestellen).

Und weiter:

(b) Integralrechnung

Rekonstruktion eines Bestandes aus Anderungsraten in Anwendungssituationen (z. B. Was-
serstand, zuriickgelegter Weg) — als diskrete Modellierung und als anschaulicher Grenzpro-
zess, Flichenbestimmung als Grenzprozess einer Ausschopfung mit infinitesimalen Flichen-
stiicken (z. B. durch Unter- und Obersummen). . ..

Unter , Kompetenzerwerb im Themenfeld Integralrechnung” findet man:
... Eine qualitative Rekonstruktion bzw. eine numerische Ausschopfung ist dann die Grund-
lage fiir eine Priizisierung und inhaltliche Diskussion des zugrunde liegenden Grenzpro-
zesses. Die Beschiftigung mit Grundproblemen der Integralrechnung ist also zunichst
eine modellierende. Erst auf der Grundlage dieser Erfahrungen kann algebraisch erkundet
werden, wie als Terme gegebene Funktionen zu integrieren sind.

Der Grundgedanke der Verkniipfung von Differenzial- und Integralrechnung im Haupt-
satz wird ebenfalls an anschaulichen Beispielen plausibel. Hierzu dienen auch diskrete
Modelle, an denen die Schiilerinnen und Schiiler selbststindig argumentieren konnen. Im
Grundkursfach werden die Integration und Differenziation in vielfiltigen einfachen Anwen-
dungskontexten vertieft. Neue Funktionsklassen werden nur hinzugezogen, sofern sie als
Modelle fiir diese Kontexte dienen.

Im Leistungskursfach wird der Hauptsatz geometrisch-anschaulich bewiesen. Die Integra-
tion weiterer konkreter Funktionen und allgemeiner Funktionsklassen wird in enger Verk-
niipfung mit den Ableitungsregeln erarbeitet und bietet Gelegenheiten zum Problemldsen.
Verschiedene andere Ausschopfungsprozesse vertiefen das Verstindnis fiir die Grundidee
des Integrierens.

Diese Formulierungen lassen das Rechnen mit hyperreellen Zahlen zu.
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Brandenburg
Im ,Rahmenlehrplan fiir den Unterricht in der gymnasialen Oberstufe im
Land Brandenburg”, giiltig ab 1. August 2018, findet man folgende Formu-
lierungen gleich an mehreren Stellen.

Unter ,inhaltsbezogenen Kompetenzen” wird fiir Grund- und Leistungs-
kurs angegeben:
— Grenzwerte auf der Grundlage eines propideutischen Grenzwertbegriffs insbesondere bei
der Bestimmung von Ableitungen nutzen, ...

Unter ,Inhalte” wird dann prazisiert:
— Grenzwertverhalten von Funktionsgraphen (x — oo; x — xo)
— Schreibweise lim ohne formale Definition
— Ableitung einer Funktion mittels Differentialquotienten

Auch beim Thema , Integralrechnung” wird entsprechend formuliert:
Grenzwerte auf der Grundlage eines propideutischen Grenzwertbegriffs insbesondere bei
der Bestimmung des Integrals nutzen,
nitherungsweises Bestimmen von Flicheninhalten unter Funktionsgraphen mittels Ober-
und Untersummen, bestimmtes Integral als gemeinsamen Grenzwert von Ober- und Unter-
sumie.

Der Begriff ,infinitesimal” fdllt an mehreren Stellen. So steht unter der
,Leitidee Algorithmus und Zahl [L1]":
Die Leitidee erweitert zum anderen die Vorstellungen von den reellen Zahlen durch Appro-
ximationen mittels infinitesimaler Methoden.

Dann bei der , Leitidee Messen [L2]“:
Diese Leitidee erweitert das Bestimmen und Deuten von Grofien aus der Sekundarstufe I
um infinitesimale, numerische und analytisch-geometrische Methoden.

Und schliefdlich bei der , Leitidee Funktionaler Zusammenhang [L4]":
Es geht hier um funktionale Beziehungen zwischen Zahlen bzw. Grifien sowie deren Darstel-
lungen und Eigenschaften, auch unter Nutzung infinitesimaler Methoden und geeigneter
Software.

Auch im Land Brandenburg ist es also moglich, die Analysis mit Infinite-
simalien zu unterrichten.

Bremen
Im , Mathematik-Bildungsplan fiir die Gymnasiale Oberstufe — Qualifika-
tionsphase — “, Stand 2008, wurde nach den Begriffen , Grenzwert” und
,Infinitesimalien” gesucht. Beide Begriffe tauchen dort weder direkt noch in
abgewandelter Form beim Thema Analysis auf.

Somit kann man davon ausgehen, dass Analysis mit infinitesimalen Zah-
len unterrichtet werden kann.
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Hamburg

In diesem Bundesland hat jede Lehrerin und jeder Lehrer die Moglichkeit,
Nichstandardanalysis zu unterrichten, denn im ,Bildungsplan gymnasiale
Oberstufe Mathematik” der Stadt Hamburg aus dem Jahre 2009 findet man
lediglich:

Die Schiilerinnen und Schiiler

... bestimmen Grenzwerte auf anschaulicher Ebene, . ...

Hessen
Im hessischen ,Kerncurriculum gymnasiale Oberstufe MATHEMATIK" be-
zieht man sich ,,unter Bildungsstandards und Unterrichtsinhalte” auf die
Begriinder der Analysis, denn dort steht:
... Der Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differenzialquotienten ist das Kernstiick
der infinitesimalen Sichtweise auf Verinderungsprozesse, die auf Isaac Newton (1642-1727)
und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) zuriickgeht. Dafiir benotigen die Lernenden
einen propideutischen Grenzwertbegriff, d. h. adiquate und ausbaufihige Vorstellungen zu
Folgen und Grenzwerten, die sie durch die Untersuchung von Folgen mithilfe von Tabellen
und Graphen entwickeln konnen. ...

Zwei Seiten dahinter konkretisiert man das und schreibt:
... Ableitung einer Funktion an einer Stelle:
Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differenzialquotienten auf der Basis eines pro-
pideutischen Grenzwertbegriffs (Aufbau adiquater Vorstellungen z. B. durch Untersuchen
von Folgen mithilfe von Tabellen und Graphen; eine formale Beschreibung von Grenzwerten
mit Quantoren ist nicht erforderlich) ...

Entsprechende Formulierungen finden sich auch beim Thema Integral-
rechnung. An anderer Stelle findet man:
Die Leitidee [Algorithmus und Zahl (L1), d. Verf.] erweitert zum anderen die Vorstellungen
von den reellen Zahlen durch Approximationen mittels infinitesimaler Methoden.

Damit ist auch die Verwendung infinitesimaler Zahlen eingeschlossen.

Mecklenburg-Vorpommern
Im ,,Rahmenplan fiir die Qualifikationsphase der gymnasialen Oberstufe,
Mathematik, 2019” fiir dieses Bundesland steht bei den Unterrichtsinhalten
unter ,, Verbindliche Inhalte”:
Grenzwerte von Funktionen [MD3]
— anschaulicher Grenzwertbegriff
— Verhalten im Unendlichen

Die Vorgaben sind so offen gehalten, dass Grenzwerte mit den Methoden
der Nichtstandardanalysis ermittelt werden konnen.
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Niedersachsen
In den ,Rahmenrichtlinien fiir das Gymnasium, gymnasiale Oberstufe Ma-
thematik”, heruntergeladen am 6. November 2020, steht als , Unterrichtsin-
halte der Vorstufe”:
Im Mittelpunkt des Mathematikunterrichts im 11. Schuljahrgang steht das Tangentenpro-
blem. Der Ableitungsbegriff kann mit Hilfe von ,Folgen™ oder mittels ,stetiger Erginzung”
erfafst werden. Dabei ist der ,,Grenzwert” als der grundlegende Begriff der Analysis zu
erarbeiten. Die Definition des Grenzwertes mufS soweit prizisiert werden, dafs sie fiir den
Analysisunterricht in der Kursstufe tragfihig ist. Eine Verbindung zu den propideutischen
Grenzwertbetrachtungen aus den Schuljahrgingen 7 bis 10 ist herzustellen.

Fiir die , Kursstufe Analysis” wird verlangt:
Schwerpunkte des Analysisunterrichts in der Kursstufe sind
— Vertiefung und Erweiterung der Begriffe und Verfahren aus der Vorstufe zur Untersuchung
weiterer Funktionen
— das Flicheninhaltsproblem
— die Reflexion infinitesimaler Prozesse.

Auch hier wird vom Infinitesimalen gesprochen, worauf sich Lehrerinnen
und Lehrer beziehen kénnen, wenn sie Nichtstandardanalysis unterrichten.

Nordrhein-Westfalen

Dieses Bundesland formuliert im ,Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe 1II,
Gymnasium/Gesamtschule in Nordrhein-Westfalen, Mathematik” folgende
,KOMPETENZERWARTUNGEN" bis zum Ende der Einfiihrungsphase:
Die Schiilerinnen und Schiiler . ..

— berechnen durchschnittliche und lokale Anderungsraten und interpretieren sie im Kontext,
—erliautern qualitativ auf der Grundlage eines propideutischen Grenzwertbegriffs an Beispie-
len den Ubergang von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate,

— deuten die Tangente als Grenzlage einer Folge von Sekanten,

— deuten die Ableitung an einer Stelle als lokale Anderungsrate/Tangentensteiqung,

— beschreiben und interpretieren Anderungsraten funktional (Ableitungsfunktion),

— leiten Funktionen graphisch ab,

,Bis zum Ende der Qualifikationsphase (Grundkurs und Leistungskurs)”
wird erwartet:
Die Schiilerinnen und Schiiler . ..
erliiutern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme
zum Integral auf der Grundlage eines propideutischen Grenzwertbegriffs, . ..

Damit ist auch hier die Arbeit mit Infinitesimalien im Unterricht einge-
schlossen.
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Rheinland-Pfalz
Im ,,LEHRPLAN MATHEMATIK Grund- und Leistungsfach in der gymna-
sialen Oberstufe (Mainzer Studienstufe)” formuliert man die ,, Anpassung an
die Bildungsstandards fiir die allgemeine Hochschulreife, Stand Mérz 2015
und prézisiert
Die fachlichen Kompetenzen:. ..
1.03g: Grenzwerte auf der Grundlage eines propideutischen Grenzwertbegriffs insbesondere
bei der Bestimmung von Ableitung und Integral nutzen ... .

Als Unterrichtsziele fiir den Grundkurs findet man:
Ziel dieses Unterrichtsabschnitts ist es, eine inhaltliche Vorstellung des Grenzwertbegriffs
bei den Schiilerinnen und Schiilern zu wecken, eine ihrer Leistungsfihigkeit angemessene
Priizisierung der Definition zu erreichen und sie zu befihigen, Grenzwerte zu bestimmen
und auf der Grundlage eines propideutischen Grenzwertbegriffs zu nutzen.

Uber Grenzwerte wird geschrieben:
Der Zugang zum Grenzwertbegriff iiber Zahlenfolgen baut auf Vorkenntnissen aus der Se-
kundarstufe I auf. An eine extensive Behandlung von Zahlenfolgen und deren Eigenschaften
ist nicht gedacht. Da sich rekursive Folgen in besonderer Weise eignen, ein Verstindnis
des Grenzwertbegriffs zu entwickeln, und ferner Rekursionen in den Anwendungen der
Mathematik eine immer grofSere Bedeutung gewinnen, ist ein Eingehen auf diese Folgen im
Unterricht ausdriicklich gefordert.
Im Zusammenhang mit der Reflexion iiber Grenzprozesse konnen auch historische Aspek-
te (Ringen um eine Prizisierung grundlegender Begriffe) und philosophische Ausblicke
(Erfahrungen mit dem Infiniten) in den Unterricht einbezogen werden.

Man soll sich also durchaus mit dem Unendlichen beschiftigen.

Unter ,,Ziele, Inhalte” heif3st es, die Schiiler sollen
den Begriff ,,Grenzwert einer Folge” verstehen. Dazu folgen
Hinweise:
Der Begriff ,Grenzwert” soll exemplarisch an Zahlenfolgen erfahren werden. Die Schiilerin-
nen und Schiiler sollen eine inhaltliche Vorstellung davon gewinnen, was in der Mathematik
unter einem Grenzwert verstanden wird. Der Begriff kann auf unterschiedlichen Niveau-
stufen erschlossen werden. Im Grundkurs geniigt eine an der Definition orientierte verbale
Beschreibung; auf eine Formalisierung (e — no-Fassung) sollte verzichtet werden.

Fiir den Leistungskurs formuliert man folgendes Ziel:
Grenzwerte
Ziel dieses Unterrichtsabschnitts ist es, eine inhaltliche Vorstellung des Grenzwertbegriffs
bei den Schiilerinnen und Schiilern zu wecken, eine ihrer Leistungsfihigkeit angemessene
Priizisierung der Definition zu erreichen und sie zu befihigen, Grenzwerte zu bestimmen.

Fiir die Differentialrechnung beschreibt man u.a. folgende Moglichkeiten:
Die Ableitung kann als Grenzwert von Sekantensteigungen eingefiihrt werden. Gleichwertig
sind Zugiinge iiber Linearisierung und Anderungsraten maglich.

Die infinite Streckung eines Funktionsgraphen ist als Linearisierung zu
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verstehen. Man geht auch auf mogliche , Beitrdge der Facher Physik / Astro-
nomie” ein:
Probleme mit den Begriffen ,unendlich kleine Grofien™ und ,unbegrenzte Teilbarkeit”;
Singularititen
Beschreibung physikalischer Gesetze mit Hilfe der Infinitesimalrechnung.

Schliefdlich schreibt man unter
Weiterfiihrung der Differential- und Integralrechnung:
In diesem Abschnitt werden weitere Ableitungs- und Integrationsregeln bereitgestellt und
die Methoden der Infinitesimalrechnung auf ein erweitertes Funktionenmaterial angewen-
det.

Saarland
Im , Lehrplan Mathematik Gymnasiale Oberstufe Einfithrungsphase — Er-
probungsphase — 2014” wird zunéchst im , Didaktischen Vorwort ... for-
muliert:
Der Lernbereich Stetigkeit verbindet sodann die Funktionenlehre und die Geometrie mit
Anfiingen der Differentialrechnung. Die Untersuchung des Grenzwertverhaltens bei infini-
tesimalen Prozessen ist gekennzeichnet durch zunehmende Abstraktion und markiert den
Ubergang zur Mathematik der Sekundarstufe II.

Dazu gibt man
methodische und fachdidaktische Erliuterungen:
Die Grenzwertbegriffe fiir Folgen und Funktionen werden nicht definiert, sondern nur
veranschaulicht.
Im Vordergrund steht eine anschauliche Erarbeitung der Begriffe Grenzwert und Stetigkeit
mit dem Ziel, dass die Schiilerinnen und Schiiler Grenzwerte auf der Grundlage eines
propiideutischen Grenzwertbegriffs erfassen.

Zum Thema , Stetigkeit” verlangt man
verbindliches Fachwissen:
Bezeichnung: Eine Zahl g heifSt Grenzwert der Funktion f fiir x gegen xo, wenn die Funk-
tionswerte f(x) beliebig nahe bei g liegen, falls die x-Werte nur hinreichend nahe bei x
liegen.
Schreibweise: xh_)rgclo flx) =g

Unter , Verbindliche Kompetenzschwerpunkte” schreibt man dazu:
Die Schiilerinnen und Schiiler untersuchen das Verhalten einer Funktion f, indem sie die
x-Werte einer vorgegebene Zahl xo annihern und die zugehorigen Funktionswerte berech-
nen, auch mit Hilfe einer Tabellenkalkulation.

Damit kann Nonstandardanalysis unterrichtet werden.

Sachsen
Im séchsischen , Lehrplan Gymnasium Mathematik 2004 /2009/2011/2013
/2019” verlangt man in
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Klasse 10:
Kennen von Zahlenfolgen als spezielle Funktionen
— explizite und rekursive Bildungsvorschriften
— Schranke, Grenzwert
und empfiehlt dazu das
Nutzen von CAS zum Nachweis der Eigenschaften
anschauliches Gewinnen des Grenzwertbegriffs.
Schliefslich heifdt es fiir
Klasse 11/12:
grundlegende Kompetenz (im Grund- und im Leistungskurs):
Die Schiiler gewinnen inhaltliches Verstindnis von den Begriffen Grenzwert, erste Ablei-
tung und bestimmtes Integral.
Auch in Sachsen konnen diese Anforderungen mit den Methoden der
Nichtstandardanalysis erfiillt werden.

Sachsen-Anhalt
Im ,,Fachlehrplan Gymnasium/Berufliches Gymnasium, Stand: 01.07.2019,
Mathematik” steht fiir die Schuljahrgange 11/12 unter
Kompetenzschwerpunkt: Grundlagen der Infinitesimalrechnung:
Inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen:
— Grenzwerte von Funktionen ermitteln.
Fiir ein ,Erhohtes Anforderungsniveau” verlangt man sogar,
— Grenzwerte von Funktionen rechnerisch [zu] ermitteln.

An verschiedenen Stellen wird auf die Infinitesimalrechnung verwiesen:
— sachgerechtes Arbeiten mit Symboliken der Infinitesimalrechnung
Notationsformen der Infinitesimalrechnung verstehen und anwenden
Der Unterricht in der Qualifikationsphase erdffnet durch das Kalkiil der Infinitesimalrech-
nung die Betrachtung von Anderungsraten und Extremaleigenschaften.

In diesem Lehrplan gibt es fiir die Analysis sogar einen Kompetenz-
schwerpunkt , Grundlagen der Infinitesimalrechnung”. Damit sollte nie-
mand gehindert sein, mit den Mitteln der Nichtstandardanalysis den Unter-
richt zu gestalten.

Schleswig-Holstein
In diesem Bundesland gibt es die ,Fachanforderungen Mathematik Allge-
mein bildende Schulen, Sekundarstufe 1/Sekundarstufe I11”.
Darin findet man Stichworte wie
— ... nutzen Grenzwerte zur Bestimmung von Ableitungen und Integralen,
— Grenzwerte von Folgen von Funktionswerten reeller Funktionen
— Limes
und schreibt erlduternd:
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Es reicht die intuitive Erfassung des Grenzwertbegriffes. Die Schreibweise ,,lim” kann auch
ohne formale Definition verwendet werden.

Zum Kernthema der Analysis steht geschrieben:

Der Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differenzialquotienten sollte durch Grenz-
wertprozesse intuitiv erfasst und mit dem DGS (Dynamisches Geometriesystem) veran-
schaulicht werden. Auch mithilfe der Tabellenkalkulation kann das Verstindnis des Grenz-
wertprozesses unterstiitzt werden. Dabei sollten links-, rechts- und beidseitige Grenzwert-
prozesse betrachtet werden.

Folgendes kann man sogar als Hinweis auf die Nichtstandardanalysis
verstehen: In der Oberstufe werden die in der Sekundarstufe I vermittelten Kenntnisse
iiber Funktionen und ihre Eigenschaften vertieft und insbesondere um die infinitesimalen
Methoden der Differenzial- und Integralrechnung erweitert.

Thiiringen

Vom , Thiiringer Ministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur” gibt
es aus zwei Jahren Mathematiklehrpldne, ndmlich den , Lehrplan fiir den
Erwerb der allgemeinen Hochschulreife, Mathematik 2013 und mit dem-
selben Titel fiir 2018. Letzterer in Kraft gesetzt zum Schuljahr 2019/20 fiir
Schiiler der Klassenstufen 5 - 11. Darin steht fiir die Klassenstufe 10 und 11:
Der Schiiler kann . ..

...den Grenzwertbegriff aus der Anschauung heraus erkliren und die Grenzwertschreibwei-
se xlgrgw f(x) bzw. xh_)n)rcl0 verwenden, um den Verlauf von Graphen (auch unter Beriicksich-

tigung waagerechter und senkrechter Asymptoten) zu beschreiben, . ..

Weitere Festlegungen zu den Themen ,Grenzwert” oder , Infinitesimalien”
gibt es nicht, so dass auch in Thiiringen Nichtstandardanalysis unterrichtet
werden kann.
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4.2 Aufgabensammlung [F]

In diesem Abschnitt werden exemplarisch Aufgaben mit Losungen vorge-
stellt, wie sie in gidngigen Schulbiichern und eventuell auch in dhnlicher
Weise in zentral gestellten Abituraufgaben vorkommen kénnen. Dabei wer-
den die Unterschiede bei den Losungen in Standard- und Nichtstandardform
deutlich gegeniibergestellt. Zudem wird nachgewiesen, dass Nichtstandard-
analysis den Lehrpldnen und Richtlinien der einzelnen Bundesldnder nicht
widerspricht.

Funktionen und Relationen sind im Folgenden alle standard — mit Stan-
dardargumenten und -werten. Das Transferprinzip sichert die Fortsetzung
auf alle reelle Zahlen, standard und nichtstandard.

Aufgabe 1
Gegeben ist die Funktion

f(x)=x- o0

1. (a) Fiihre eine vollstindige Kurvendiskussion von f durch. Gib auch
die Menge der Standardwerte von f an.
(b) Zeichne den Graphen von f (1LE = 2cm).
2. In den Graphen von f soll ein rechtwinkliges Dreieck mit maximalem
Flacheninhalt eingezeichnet werden, wobei ein Punkt im Ursprung,

ein zweiter auf der positiven x- Achse und der dritte mit der gleichen
x-Koordinate wie der zweite auf dem Graphen liegen.

Bestimme diesen maximalen Inhalt Apmax.

3. Welchen Inhalt hat das sich ins Unendliche erstreckende Flachenstiick,
das der Graph von f und die x-Achse einschliefien?

Losungen:

1. (a) Maximale Definitionsmenge: alle reellen Standardzahlen.
Punktsymmetrie wegen f(—x) = —f(x);
Nullstelle xy = 0 = N(0; 0);

Fl(x) = (1—x2)-e 0% und f(x) = x- (x2 —3) - e 05,
Extrema: XE,,, = ilrf(xEl/z) = j;e*%,f”(xEl) <0, f’/(sz) >0,
also Hochpunkt H(1; e~2)und Tiefpunkt T(—1; —e 1);
Wendepunkte: W; (0; 0), W ,3(+v/3; £v/3- e 2);
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Verhalten im Unendlichen:

Standard Nichtstandard
Fur grole Werte von |x| do- | Fir infinite x dominieren die
minieren die Werte e~05%* der | Werte e % der e-Funktion
e-Funktion gegeniiber dem gegeniiber dem linearen Fak-
linearen Faktor x (vgl. Ab-| torx.
schnitt 3.8).
Daher gilt lim x-e 0% =0, | Daher gilt £Te 05" ~ 0,
RO und die x-Achse ist Asympto-
te des Graphen von f.

und die x-Achse ist Asympto-
te des Graphen von f.

Wertemenge: W = [—e
(b) Graph:

g N
- 325 -2-15 -1 -0, 05 1 15 2 25 3 X
A N AP | %<3 A Ll :

2. Die drei Punkte seien P(0; 0), Q(u; 0) und R(u; f(u)) mitu > 0.

Dann gilt fiir den Flicheninhalt A(u) = 1u? - e~ u?

Ni—= Y

Mit Produkt- und Kettenregel sowie Ausklammern ergibt sich fiir

Al(u):
Alu)y=1% u-e 2. (2 — u?). Wegen u > 0 gilt A'(1) =0 & u = v/2.
Standard Nichtstandard
Da lim A(u) = lim A(u) = 0,| Da A(a) ~0und A(T) ~0, ...
u—0 U—roo
...ergibt sich fiir

vz _

N|—

1 =+/2 maximaler Flicheninhalt Amax Mit Amax= % . \/52- e

1
o
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3. Die Substitution z := e 5" liefert z/(x) = = _x. e 05

(Anmerkung: Dieser in der Standard-Mathematik tibliche Umfor-
mungsschritt ist eigentlich dort nicht erlaubt, denn nur in der Nicht-
standard-Mathematik darf mit den auftretenden Infinitesimalien ge-
rechnet werden (vgl. Abschnitt 11.2 in (Elemente 2022).)

...und damit
[f(x)dx= [x-z-% =— [dz=-z+C= —e 05 4 C.
Standard Nichtstandard
Der besagte Flacheninhalt von A | Der Wert des Flacheninhalts A
betragt betragt
a 5 T )
A=2-lim [x-e 0" dx A2 [x-e 054y
a—o0 0 0
=2 Jim [e g =2: [~ 03]
=2.(0—(-1))=2 ~2(0—-(-1)) =2
Aufgabe 2
Fiir t # 0 sei eine Funktionenschar gegeben durch

2x )
ft(x) = m mit x€R.

Das Schaubild von f; sei K;.

Standard Nichtstandard

1 (@) Untersuche das Verhalten von | Wie verhilt sich f; im Infini-
' fr fiir x — oo. Fallunterschei- | ten? Fallunterscheidung!

dung!

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Graphen von f;
und f_;? Nachweis!

(b) Das Bild zeigt einen der Graphen von K;. Bestimme einen passen-
den Wert des Parameters ¢.

y A

o IN
X
=S
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2. Fiir x > 0 beschreibt die Kurve der Funktion f; den Dickenzuwachs
(in m) von Eichenbdumen (x: Alter des Baums in Jahren).

b
Berechne das Integral [ fi(x)dx und interpretiere diesen Wert im Sach-
0

zusammenhang , Eichenwachstum”.

(Losungshinweis: F(x) = —2e *(x+ 1))

Wie dick kann nach dieser Funktion eine Eiche werden?

Losungen:

1.

(a) Zundchst muss berticksichtigt werden, dass bei ...

Standard

Nichtstandard

...Grenzwerten wie % bzw. %

...unbestimmten Ausdrik-
ken wie

infinitesimal infinit
‘nfinitesimal PZW- infinit - -

...die Exponentialfunktion gegeniiber der Potenzfunktion domi-
niert (vgl. Abschnitt 3.8). AufSerdem ist das Vorzeichen von t fiir

Es ist f_t(x) =

Standard Nichtstandard
...den Grenzwert ... ...das Verhalten ...
...entscheidend, so dass eine Fallunterscheidung notig ist:
Standard Nichtstandard
. 2x 2T
O e =0 0D = T
. 2x =
x1—1>]:£100 t-etx - ft(_r) tee T
ist negativ infinit.
. 2x 2r
t<0.x1—1>1—|]f—loot-etx__oo t<0ft(r)—m
ist negativ infinit
) 2x =2r
x1—1>11100t-etx =0 ft(_r) ~ t-etT ~0
2x  2-(—x)

“foe B T fplab(—x)

fi(—x).

Also entsteht der Graph von f_; aus dem Graphen von f; durch

Spiegelung an der y-Achse.

(b) Esist f{(x) =2 - e ™ +2X . (—t).e ™

e~ *(1 — tx). Einzige

Extremstelle von f; ist demnach xp = % Der zugehorige Funkti-

onswert ist f;(1) = t% e L.

Durch Vergleich mit dem Funktionswert des Hochpunkts im vor-

gegebenen Graphen folgt t = 1.
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2. ff1 Ydx = foe *dx. Mit v = e™* und u = 2x ergibt sichv = —e™*

und u' =2 Mlttels partieller Integration folgt dann
[2xe Ydx=—2xe *— [—2e *dx=—2xe *2e *+C=—2e *(x+1)+C.

Also: ffl(x)dx = 2e7b+1)—(—2(00+1)) =2—-2e"b(b+1).
0

Dieser Term beschreibt die Dicke einer Eiche nach b Jahren.

Standard Nichtstandard
Da er fiir b — oo gegen 2 strebt, | Da (2 —2e T(T+1)) ~2 -0 =
2,...

..kann eine Eiche demnach bis zu 2m dick werden.

Aufgabe 3
1

Gegeben sei die Funktionsschar f; fiir t > 0 mit f;(x) = T x+ "

X # t.
Der zugehorige Graph heifse K;.

L@ Zeige: 0 = (s

(b) Untersuche K; auf Achsenschnittpunkte, Extrema, Wendepunkte
und Asymptote-Werten.
(c) Zeichne unter Bertiicksichtigung der bisherigen Ergebnisse den
Graphen K; fiir —2 < x <7 (Langeneinheit 1cm).
2. (a) Berechne die gemeinsamen Punkte von K; und Kj.
(b) Welcher der Punkte liegt auf allen Kurven K;?

(c) Begriinde, dass sich in diesem Punkt alle Kurven K; bertihren.

Losungen:
1 1
1. (a ft( ) = e (x — 1)2
g b2 (x—t) 2t
T TG
(b) Schnittpunkt mit der y-Achse: f;(0) = % -0+ é =—1

— 5(0; —1)
Schnittpunkte mit der z-Achse/ Nullstellen: f;(x) =0,

dh — X+—t—0
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t+ V12 — 412
@x(x—t)—t2:O<:>x2—tx+t2:O<:>x1/2:f

— keine Nullstellen

1 1
Extrema: f{(x) =0, d.h. T

G=i7
(x—t)2—-P=0x>-2xt=0%& x(x—2t) =0 = x; =0,
x2:2t

0

2
(g = _—:3 <0 = H(fiirallet > 0)
2t 2t n
t//(.X'Z = m = t_3 >0 = T(fumllet > O)
fi(x1) = -1, also H(0; —1).
2t t
ft(xz) = T—f‘m =241 :3, also T(Zt,3)
2t
Wendepunkte: f;'(x) =0, d.h. CEDE =0

2t = 0 im Widerspruch zu t > 0, also keine Wendepunkte.
Asymptoten:
Senkrechte Asymptote bei x = t (mit Vorzeichenwechsel):

Standard Nichtstandard
Fiir infinitesimales « > 0 gilt:

a) Fir x — t mitx < ¢ gilt: a) fl’(t_a):t_Ta_'__La;
}Clg} fi(x) = }Clglt §+}Ciglt L der erste Summand ist fi-
=1+ (—0) = —c0 nit, der zweite negativ in-
finit, die Summe also ne-
gativ infinit.
b) Fir x — t und x > ¢ gilt: b) ft(t+“):t+7“+§;
lim f;(x) =lim £ +lim ﬁ der erste Summand ist fi-
Xt Xt nxt nit, der zweite positiv in-

= ]_ =
o= finit, die Summe also po-
sitiv infinit.
Weitere Asymptote:
Standard Nichtstandard

Schiefe Asymptote, da n = | Da 5 ~ 0, ist f4(I') ~ 7 -T.
m + 1, (wobei n der Grad des | Also besitzt K; die Asymptote
Zshlerpolynoms, m der Grad | A;(x) = 1 - x.

des Nennerpolynoms ist):

_1
y—E-x.
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x + 1
x—1

2x(x —1)(x —2)+ (x —2)2
(x> —x)(x —2) +2x — 4
—2x? — x>+ 2x +2x — 4
x> — 3x?
x*(x — 3)

x3

—>X1/2:0,X3:3
filx12) = -1,

7
fl (x3) - E/
(b) P liegt auf allen Kurven K;,

punkt ist!

2
x—2

1 2
_.x_|_—
X

5 |- (x—1)(x—2)2
= x(x—1)(x—-2)+2(x—1)2
4x — 4
4x — 4
0
0

also P;(0; —1),
7
also P»(3; E)
da P; der von t unabhidngige Hoch-

(c) Da hier alle Kurven die gleiche Steigung haben (f/(0) = 0), be-
rithren sich in diesem Punkt alle Kurven K;.
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5.1 Auswahlbibliographie [xal

Annotierte Auswahlbibliographie

Manche der folgenden Biicher sind bedauerlicherweise nur noch antiqua-
risch erhiltlich; da sie aber durchaus fiir Lehrerinnen und Lehrer, die ihre
Kenntnisse in der Infinitesimalrechnung vertiefen und auch um historische
und philosophische Aspekte erweitern wollen, empfehlenswert sind, sind
sie hier aufgefiihrt. Verlagsnamen sind in eckigen Klammern angegeben.

1. Baumann, P; Kirski, T. (2019). Infinitesimalrechnung — Analysis mit hyper-
reellen Zahlen, Berlin 2019 [Springer Spektrum].

Hierbei handelt es sich um eine komplette Neuiiberarbeitung des fol-
genden, von den Autoren zusammen mit H. Wunderling verfassten
und urspriinglich fiir den Einsatz als Schulbuch konzipierten, dariiber
aber teilweise deutlich hinausgehenden Werks:

Wunderling, H.; Baumann, P.; Kirski, T. (2007): Analysis — als Infinitesi-
malrechnung; Berlin 2007 [DUDEN PAETEC Schulbuchverlag].

2. Bedtirftig, T.; Murawski, R.: Philosophie der Mathematik. (5. Auflage)
Berlin 2024 [de Gruyter].

Dieses Buch ist fiir jede Lehrerin und jeden Lehrer, der nicht nur Ma-
thematik unterrichten, sondern bei seinen Schiilerinnen und Schiilern
ein wirkliches Verstehen erreichen mochte, ein Gewinn, da es hilft, sich
einen fundierten Uberblick tiber bedeutsame Denker und Themen der
Philosophie der Mathematik zu verschaffen, der fiir ein solches Vorha-
ben wichtig ist. In Bezug auf die Infinitesimalrechnung ist besonders
das Kap. 6 (,,Infinitesimal denken und rechnen”) empfehlenswert.

3. Keisler, H. ].: Elementary Calculus: An Infinitesimal Approach. Boston
1976 [Prindle, Weber and Schmidt].

Keisler, H. J.: Foundations of Infinitesimal Calculus. Boston 1976 [Prindle,
Weber and Schmidt]

Bei dem ersten Buch von Keisler handelt es sich um ein grundlegen-
des Lehrbuch, welches laut Keisler die Infinitesimalrechnung ,,at the
simplest possible level” behandelt; das zweite Werk von Keisler nimmt
demgegeniiber einen hoheren Standpunkt ein und gibt einen gedrang-
ten Uberblick des mathematischen Inhalts des Lehrbuchs, wobei hier
auch Satze bewiesen werden, welche im Lehrbuch unbewiesen blei-
ben bzw. deren Giiltigkeit ohne Beweis vorausgesetzt wird. Beide
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Biicher konnen kostenlos als pdf-Dateien auf der Homepage von Keis-
ler (http://www.math.wisc.edu/ keisler/) in der aktuellen Fassung
heruntergeladen werden. Das Lehrbuch ist in einer Neuauflage von
2012 [Dover] auch noch als Printausgabe im Buchhandel erhaltlich.

. Landers, D.; Rogge, L.: Nichtstandard Analysis. Berlin/Heidelberg 1994

[Springer].

Dieses Buch ist seit einem Vierteljahrhundert das umfassende deutsch-
sprachige Lehrbuch; seine Zielgruppe sind Studierende, welche bereits
gewisse Grundkenntnisse der Hochschulmathematik erworben haben,
sowie auf Hochschulniveau mathematisch vorgebildete Interessierte.
Erwédhnenswert sind auch die Teile zur Nichtstandard-Topologie und
zur Nichtstandard-Stochastik.

. Laugwitz, D.: Zahlen und Kontinuum. Mannheim/ Wien/ Ziirich 1986

[Bibliographisches Institut]

Detlef Laugwitz, zusammen mit Curt Schmieden ein Pionier der mo-
dernen Infinitesimalrechnung, gibt in diesem Buch die reifste Darstel-
lung seines infinitesimalen Zugangs mittels der Omega-Zahlen. Bemer-
kenswert sind auch seine historischen und philosophischen Bemerkun-
gen und sein Ausblick am Ende des Buches.

. Baumann, P.; Bediirftig, T., Fuhrmann, V. (Hrsg.) (2022). Uber die Elemen-

te der Analysis — Standard und Nonstandard, Springer Spektrum, Berlin
Heidelberg 2022

Dieses Lehrbuch haben wir oft zitiert. Es ist aus dieser Handreichung
hervorgegangen und war urspriinglich als ihr Teil II geplant; es er-
scheint jetzt eigenstandig in erweiterter Form und bietet den Hinter-
grund fiir die Arbeit mit unserer Handreichung. Es stellt Nonstan-
dardansatz und Standardansatz nebeneinander und untersucht ihre
Grundbegriffe.

Fiir Lehrerinnen und Lehrer sehr zu empfehlen ist die folgende Internetseite
von P. Baumann und T. Kirski: http:/ /www.nichtstandard.de Diese Seite
bietet sehr viel Material zum kostenlosen Download an, welches gut im
Unterricht eingesetzt werden kann, sowie interessante Tutorials. Dort finden
Sie auch eine umfangreiche Literaturliste.



