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mit hyperreellen Zahlen
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Einblick in die Grundlagen hyperreeller
Zahlen

Wie von den Ubergiingen von N nach Z, von Z nach Q und von
Q nach R bekannt, durchlaufen Zahlbereichserweiterungen fol-
gende Schritte:

(0) Bereitstellung des Ausgangsmaterials.

(1) Herstellung komplexerer Zusammenstellungen aus dem Aus-
gangsmaterial (Paare oder Folgen).

(2) Festsetzung einer Aquivalenzbeziehung zwischen diesen Zu-
sammenstellungen.

(3) Festlegung und Uberpriifung der Rechenarten
(4) Einbettung des Ausgangsmaterials durch Identifikation.

Fiir den Ubergang von R zum Kérper H der hyperreellen Zahlen
bedeutet das folgendes Vorgehen:

zu (0): Wir gehen vom angeordneten, vollstdndigen Korper der
reellen Zahlen aus.

zu (1): Wir bilden sidmtliche reelle Zahlenfolgen, betrachten also
die Menge R™.
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zu (2): Zwei Folgen heilen dquivalent genau dann, wenn sie in
»genigend vielen” Gliedern bzw. ,,geniigend oft“ iibereinstim-
men. Hyperreelle Zahlen sind die durch diese Relation erzeugten
Aquivalenzklassen.
(Diskussion und Definition dieser Relation im Anschluf} an ,,zu
O
zu (3): Definition: Fiir je zwei hyperreelle Zahlen a und b, die
durch die Folgen (a,) und (b,) dargestellt seien, wird festgelegt:

(a) a+ b wird dargestellt durch: (a,+b,)

(b) a- b wird dargestellt durch: (a, - b,)

(c) a- b wird dargestellt durch: (a, - b,)

(d) a/ b wird dargestellt durch: (a,/b,), falls b =0

(e) a<b genau dann, wenn genligend oft a, < b,

a,=f(by)
(hyperreelle Funktion *fals Erweiterung einer
reellen Funktion £)
Wihrend die Rechen- und Relationszeichen links neu definiert
sind und daher genau genommen auch neu erfunden werden

(f) a=*A(b) genau dann, wenn geniigend oft
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miifiten (z. B. *+, *—, ..., *=), sind die entsprechenden Zeichen
rechts die altbekannten fiir reelle Zahlen.

Die Definition liefert unabhéngig von der Wahl der darstellen-
den Folgen eindeutige Ergebnisse.

Voraussetzung: Sei (4,) gleichwertig zu (a,), d.h. geniigend oft
gilt A, =a,.
Sei (B,) gleichwertig zu (b,), d.h. geniigend oft
gilt B, = b,.

Beweis: (Beispiel Addition)

(4, + B,) stimmt mit (a, + b,) mindestens flir alle diejenigen In-
dizes tiberein, fiir die beide Voraussetzungen zutreffen. Auch das
ist geniigend oft. (4, + B,) und (a, + b,) beschreiben also ein und
dieselbe Zahl, die a + b genannt wird.

Bemerkung 1: Die Relation ,,geniigend oft*“ muB} die soeben be-
nutzte Eigenschaft aufweisen!

Bemerkung 2: Bei der Division a / b kann b, = 0 trotz b + 0,
auftreten — allerdings nur fiir hdchstens ungeniigend viele Indi-
zes n; in diesen Fillen wird natiirlich a, / b, nicht gerechnet.
Statt dessen werden diese Liicken in der Folge der Quotienten
durch beliebig wihlbare Zahlen ausgefiillt. (Vgl. auch Umgang
mit der Wurzelfunktion in Kapitel 5.)

zu (4): Zu jeder reellen Zahl r (bzw. s) gibt es diejenige hyper-
reelle Zahl *r (bzw. *s), die durch die konstante Folge (7,,) mit 7,
=r (bzw. (s,) mit s,, = s) dargestellt werden kann.

Es ist klar, daf3 sich dann z.B. ergibt: *(» + s5) = *r + *s, daB sich
also das Rechnen mit den speziellen hyperreellen Zahlen *7, *s,
... nicht vom Rechnen mit den reellen Zahlen 7, s, ... unterschei-
det. Daher wird zwischen beiden Zahltypen kein Unterschied
mehr gemacht.

Die Menge R der reellen Zahlen ist also echte Teilmenge der
Menge H der hyperreellen Zahlen.

Oder umgekehrt: H ist eine echte Erweiterung von R.
Die Relation ,,geniigend viel“ bzw. ,,geniigend oft*.

Folgende Sprechweisen meinen immer dieselbe Relation zwi-
schen reellen Zahlenfolgen:

(a,) und (b,) stimmen in geniigend vielen Gliedern iiberein.
(a,) und (b,) stimmen geniigend oft iiberein.

Die Menge der Indizes #, fiir die (a,) = (b,) gilt, ist geniigend
grof.

Fiir die Definition der Relation eignet sich die dritte Sprechweise
am besten, fiir den sprachlichen Umgang die zweite.

Um Differential- und Integralrechnung zu ermdglichen, miissen
infinitesimale Zahlen vorhanden sein. Fiir die durch darge-
stellte Zahl @ muB also fiir jede positive reelle Zahl r\grél en: @ <
r. Das ist nur dann méglich, wenn alle Mengen von Indizes

{il 7 < r} als geniigend groB3 gelten. Folgen, die sich von einem
gewissen Index an nicht mehr unterscheiden, miissen also als
dquivalent gelten (kofinite Folgen bei Laugwitz [8]).

Es soll H ein Kérper werden; Nullteiler miissen also vermieden
werden. Die Folgen zu den hyperreellen Zahlen ((—1)* — 1) und
((-1)* + 1), deren Produkt jedenfalls Null sein muB, sind aber:

“D*-1: -2; 0; -2; 0;
D+ 1: 0; 2; 0; 2;
Index: 1; 2; 3; 4;
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Eine von ihnen muf} also die Zahl 0 darstellen, sonst wiren
Nullteiler vorhanden; die Situation ist ungewohnt offen! Wir le-
gen daher fest:

Die Menge aller ungeradzahligen Indizes sei geniigend grof;
dann muB selbstverstdndlich die Menge aller geradzahligen Indi-
zes ungeniigend grof} sein. (Es konnte auch umgekehrt entschie-
den werden.)

Deswegen zdhlen nur noch die Folgenglieder mit ungeradem In-
dex, und es ist damit (-<1)®+1=0und (-1)*-1=-2;d. h. Q
ist als eine ungerade infinite hypernatiirliche Zahl definiert.

Die angesprochenen Beispicle zeigen, daB3 fiir jede Teilmenge
von N die Kenntnis bendtigt wird, ob sie geniigend grof3 ist oder
nicht. Dazu wird jeder Teilmenge T von IN eine Grofeninforma-
tion G(T) zugeordnet und zwar so, daf} folgende Bedeutung ver-
abredet sei:

G(T)=1 heift: Tist geniligend groB;
G(T) =0 heifit: T ist ungeniigend grof.

Es ist selbstverstiandlich, daB die Funktion G nicht derart belie-
big sein kann, daf sie vollkommen wahllos Nullen und Einsen
auf die Teilmengen von IN verteilt. Vielmehr wird die Wir-
kungsweise von G durch folgenden Grundsatz geregelt:

Grundsatz:

Es gibt Funktionen G, die jeder Teilmenge T von IN entweder 0
oder 1 zuordnen und folgende Eigenschaften besitzen:

(a) GIN)=1 d.h. N ist geniigend grof3
(b) wenn T endlich, dann G(7) =0 d. h. endliche
Teilmengen sind ungentigend grof3
(c) wenn T' § leer, dann
G(T v S)=G(T) + G(S).
Dieser Satz kann mit Hilfe des Auswahlaxioms bewiesen werden

(vgl. z. B. Lindstrom [12]); er kann aber auch eigenstiindig als
Axiom dienen.

Die Beachtung dieser wenigen Regeln garantiert die wichtigen
Eigenschaften gentigend grofier Indexmengen:

Satz 1: Wenn eine Teilmenge 7 von IN geniigend groB ist, dann
ist ihre Komplementidrmenge IN\7' ungeniigend groB.

Beweis: T O (N\T) = N und T~ (N \7) leer (Definition von
Komplementérmenge), also gilt

G(T u (N\T)) = 1 (Grundsatz (a)) und

G(T v (N \T)) = G(T)+G(N \T) (Grundsatz (c)).

Also 1 =1+ G(N\T) und somit G(N\T) = 0.

Satz 2: Wenn eine Teilmenge T von IN ungeniigend grof3 ist,
dann ist ihre Komplementdrmenge IN \T geniigend gro8.

Beweis: T U (N\T) =N und T n (N \T) leer (Definition von
Komplementirmenge), also gilt

GTOIN\T) =1 (Grundsatz (a)) und

G(Tw (N\D)) = G(T) + GN \T) (Grundsatz (c)).

Also 1 =0+ GIN\T) und somit GAN \T) = 1.

Satz 3: Wenn T geniigend grofB3 und 7 c S, dann ist auch § genii-
gend grof3.

Beweis: Angenommen § ungeniigend grof}, also G(S) = 0, dann
wire 0= G(S) = G(TUS\D) = G(T) + G(S\T) =1 + G(S\T) 2 1,
Widerspruch.
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Satz 4: Wenn zwei Teilmengen T und S von IN geniigend grof3
sind, dann ist ihr Durchschnitt D, D = T n §, auch geniigend
grof3.

Beweis: Sei Ty := T\S und ¥V, := N\(SUT), dann ist To N ¥V leer
und ToU V():N\S.

G(IN\S) = 0 (Satz 1), somit G(Ty) + G(Vy) = 0 und also auch
G(Ty) = 0.

Ferner ist Ty nIN\T leer und Tpu (N\T) =N \D,
also G(N \D) = G(To W(IN\T)) = G(T))+GMN\) =0+ 0=0.
Nach Satz 2 ist deshalb G(D)=1.

Die Sitze 3 und 4 garantieren eine Aquivalenzrelation und sind
die Grundlage fir die Unabhingigkeit der Rechenoperationen
hyperreeller Zahlen von der Wahl der reprisentierenden Folgen,
die oben unter ,,zu (3) bereits benutzt wurden. Die Relation sel-
ber werde durch das Zeichen ,,£* symbolisiert. Es ergibt sich al-
so die folgende

Definition: Fiir reelle Zahlenfolgen (a,) und (b,) wird festgelegt:
(a,) Z (by) o Gl({nla,=b,f)=1

Satz 5: Die Relation & ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

(a) Reflexivitit: Jede Folge stimmt mit sich selbst geniigend oft
iiberein.

®) Symmetrie: (@) & (b)) = G({nla,=5})=1 =
G{rb, =a,})=1 = @& @)

(c) Transitivitit: (a,) &£ (b,) und (b,) £ (¢,) = G({nla,= b,}) =
Lund G\{nlb, =c,})=1

{nlan = cn} = {nlan = bn} M {nlbn =
G({nla,=c,})=1.

Insgesamt: (a,) & (b,) und (b,) £ (c,) = (a,) £ (c;).

cn}; nach Satz 4.

Zum Ubertragungsprinzip

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde ausgefiihrt, wie der
Korper der hyperreellen Zahlen in strenger Form definiert wer-
den kann. Dabei wurde darauf geachtet, daf} sich alle Rechenre-
geln von R nach H iibertragen und sich folgendes Prinzip for-
mulieren 14t

In R und H gelten dieselben Aussagen, sofern sie sich als Regeln
nur iiber reelle Zahlen und nur {iber hyperreelle Zahlen formulie-
ren lassen.

In dieser Form wird das Ubertragungsprinzip fiir die Schule
hauptséchlich benétigt.

Es soll nun an einem Beispiel untersucht werden, wie bei Aussa-
gen itiber hyperreelle Zahlen, aber dariiber hinaus auch bei Aus-
sagen iiber Mengen von hyperreellen Zahlen eine Entscheidung
getroffen werden kann, ob sie wahr oder falsch sind.

Wir betrachten die Aussage, da3 10000 < Q gilt. (Q sei wieder
die hypemnatiirliche Zahl, die durch die Folge (1;2;3;...) be-
schrieben wird.)

Wird 10000 als hyperreelle Zahl dargestellt, so ergibt sich
(10% 10% 10%...) < (1;2;3;...).

Die Richtigkeit dieser Aussage wird durch den Vergleich der
einzelnen Glieder der beiden Zahlenfolgen erkannt.
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10% <1
10° <2
Aussage falsch

10* <10*

ab 10* < 10* + 1 ist die Aussage stets wahr; sie ist also geniigend
oft wahr, oder formal: mit 7 := {n] 10* <n } gilt G(T)=1, denn
IN\T ist eine endliche Menge.
Es gibt jedoch einen zweiten - mengentheoretischen - Weg. Da-
zu soll vorbereitend die Kleiner-Relation K als Teilmenge von
R xR definiert werden: K= {(a; b) | a, b € R, a < b}. Es ist klar,
daB 2 <3 gleichbedeutend mit der Aussage (\/5 ;3) e Kist.

Wie kann dies auf den Bereich H iibertragen werden? Wir defi-
nieren dazu die Menge *K als dasjenige System, das durch die
konstante Mengenfolge (K; K; K;...) beschrieben wird. (Die ein-
zelnen Glieder dieser Folge diirfen zu anderen Mengen veréindert
werden; sofern immer noch bei geniigend vielen Indizes die
Menge K erhalten bleibt, soll diese neue Folge ebenfalls die
Menge *K beschreiben - entsprechend den Ausfithrungen iiber
Zahlen im ersten Teil dieses Kapitels.)

Fiir zwei hyperreelle Zahlen a, b (beschrieben durch die Folgen
(ay), (b,)) gilt einerseits

a<b © a, <b, fir geniigend viele Indizes n, n € IN(*),
ferner soll gelten

a<beo (a;b)e *K.
Da die Aussage (*) richtig ist, konnen wir auch

(a; b) € *K & (ay; b,) € K fiir geniigend viele n,ne N,
schreiben, und dies fiihrt dazu, die Elementbeziehung im Hyper-
reellen folgendermafBen zu definieren:

Es sei x € H eine hyperreelle Zahl, beschrieben durch die Folge
(x,), und A4 eine Teilmenge von H, beschrieben durch die Men-
genfolge (4,). Es gelte x € 4 genau dann, wenn x,, € A4, fiir ge-
niigend viele n, n €N, gilt.

Oder fiir kartesische Produkte:

Es sei (x, ) € H x H ein hyperreelles Zahlenpaar, beschrieben
durch die Folge ((x,; y.)), und A4 sei eine Teilmenge von H xH,
beschrieben durch die Mengenfolge (4, X B,). Es gelte (x, y) € 4
genau dann, wenn (x,; y,) € 4, X B, fiir genligend viele n, n € N,
gilt.

Mit dieser Definition ist erreicht, dal wir fiir zwei hyperreelle
Zahlen a, b € H sagen kdnnen

a<bh & (a; b) € *K,
z.B.10°<Q & (10% Q) € *K.
Die hier am Beispiel der Kleiner-Relation gezeigte Methode, sie
mittels Mengenbildung und Elementbeziehung derart zu be-
schreiben, daB sich Aussagen von R nach H ibertragen, fiihrt zu

dem wichtigen Begriff der internen Menge. Fiir den Analysisun-
terricht in der Schule ist folgende Definition weit genug:

Definition:

1. Fiir Mengenfolgen zugelassen werden nur beliebige Teilmen-
gen von R sowie alle Teilmengen endlicher kartesischer Produk-
te R".
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2. Eine hyperreelle Menge heilSt intern genau dann, wenn sie
durch eine Folge von zugelassenen reellen Mengen beschrieben
werden kann.

Mit dieser Festlegung ist erreicht, daB} bereits ein groBer Teil der
Relationen der Analysis mengentheoretisch ausgedriickt werden
kann, wie zum Beispiel alle Relationen, die sich auf Zahlen be-
ziehen oder alle Funktionen mit einer oder mit mehreren Varia-
blen.

Es sei darauf hingewiesen, dafl der Bereich der zuldssigen Men-
gen nach Bedarf erweitert werden kann. In der Hochschulma-
thematik wird er bis zur sogenannten Superstruktur von R erwei-
tert.

Die Beschrinkung auf interne Mengen hat den Vorteil, daB Aus-
sagen, die liber sie getroffen werden, dadurch bewiesen (oder
widerlegt) werden kénnen, daf sie in Aussagen iiber die entspre-
chenden Mengen in R iibersetzt werden; man muB jeweils nur
die zugrundeliegende Folge von Aussagen betrachten.

Dazu ein Beispiel:

Der Satz: ,,Jede interne nach oben beschrinkte Teilmenge von H
besitzt ein Supremum.* ist wahr. Der Folgenmechanismus ver-
erbt ihn {iber geniigend viele Sitze iiber reelle Mengen mit dieser
Eigenschaft.

Der Satz: ,,Jede nach oben beschrinkte Teilmenge von H besitzt
ein Supremum.” ist hingegen falsch (der Zusatz ,,intern fehlt!).
Denn die Menge E = {¢ € H| @ € N} hat in H kein Supremum
(wie bereits ausgefiihrt), obwohl diese Menge durch jede positiv
infinite Zahl beschrinkt ist. Diese Menge ist allerdings auch kei-
ne interne Menge, da sie durch keine Mengenfolge beschrieben
werden kann. (Wiirde es eine solche Mengenfolge geben, so
konnten geniigend viele Glieder dieser Folge nur endlich viele
Elemente enthalten. Diese Folgenglieder miifiten sogar alle die-
selbe endliche Auswahl von Elementen aus IN beinhalten, wor-
aus folgen wiirde, dafl IN eine endliche Menge wire.) Solche
~€xternen Mengen wie £ werden durch den Begriff der internen
Mengen ausgeschlossen.

Ehe genau auf das Ubertragungsprinzip eingegangen wird, sollen
noch einmal in einer Tabelle die beiden Bereiche gegeniiberge-
stellt werden.

reeller Bereich hyperreeller Bereich
H=R;R;R;..)

*N =(N; N;IN; ...)
*K=(K;K; K; ...
*3=(3;3;3;..)
Q=(1;2;3;..)

) T=(Ty, Ty; Ip; Ts; ..)

Die hypernatiirliche Zahl Q hat im Reellen kein Gegenstiick.
Ebensowenig die Menge 7, die durch die Mengenfolge: Ty= {0},
T'={0;1}, T,={0; 1; 2}, ..., T, = {0; 15 2; 3; ...; n}, ... definiert
sei. Jedes 7, ist eine zuldssige Menge und damit ist T eine inter-
ne Menge im Bereich [H.

e RZR

Da jedes Folgenglied eine endliche (finite) Menge ist, erbt T als
»hyperfinite” Menge wichtige Eigenschaften, obwoh! selbst un-
endlich.

Z. B.: In jeder hyperfiniten Zahlenmenge gibt es ein grioBtes
und auch ein kleinstes Element.

Hyperfinite Mengen werden zur Unterteilung hyperreeller Inter-
valle duflerst vorteilhaft eingesetzt.
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Beispiel:

Satz: Sei f eine iiber (einem reellen Intervall) [a, b] definierte
stetige (reelle) Funktion mit fa) < 0 und f{(b) > 0.

Dann gibt es eine (reelle) Nullstelle z in [a, b] mit fz) = 0.
Beweisskizze:

Wir unterteilen das Intervall in unendlich viele gleich lange
Teilstiicke.

b-a
N
ist dx infinitesimal und die Teilstiicke werden durch die Zahlen

x;:=a+i-dxbegrenzt,i=0,1,..,N.
Die Menge aller dieser Stellen x; mit f{x;} < 0 ist hyperfinit. Es
gibt also einen maximalen Index m mit f{x,,) = fla + m - dx) < 0.

Sei N eine infinite hypernatiirliche Zahl und dx := . Dann

Fiir die néchste Stelle x,,.; ist der Funktionswert demnach sicher
positiv. Beide Stellen sind infinitesimal benachbart, haben also
denselben reellen Teil z, z := RT(x,,) = RT(Xp+1).

Wegen der Stetigkeit und weil f eine reelle Funktion ist, gilt
flz) =0.

Es soll nun das Ubertragungsprinzip formuliert werden.

Ubertragungsprinzip:

Eine Aussage, die sich auf Zahlen oder interne Mengen in H
bezieht, ist genau dann wahr, wenn die Folge der entspre-
chenden Aussagen (bezogen auf Zahlen oder zulissige Men-
gen in R) geniigend oft wahr ist.

Dazu drei Bemerkungen:

(1) Dieses Ubertragungsprinzip 1iBt sich durch vollstindige In-
duktion beweisen. Es mufl dazu die Analysis durch Zeichenrei-
hen mit logischen Symbolen (Zeichen fiir logisch ‘und', 'oder’,
'dquivalent zu', Quantoren etc.) formalisiert sein. Man startet
dann mit den ,,Primformeln“ @ = b bzw. x € Y und setzt sukzes-
sive alle anderen Formeln daraus zusammen.

(2) Bei einer Aussage, die sich zum Beispiel nur auf das Rech-
nen mit hyperreellen Zahlen bezieht (etwa a + b = ¢ in H), ent-
spricht das Ubertragungsprinzip dem Rechnen mit hyperreellen
Zahlen, wie bereits vorher schon ausgefiihrt.

(3) Das Ubertragungsprinzip ist die moderne Form des Kontinui-
tatsprinzips von Leibniz:

»Die Regeln des Endlichen behalten im Unendlichen Gel-
tung, ... und umgekehrt gelten die Regeln des Unendlichen
fiir das Endliche ...*
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